
第５２卷　第３期 陕西师范大学学报（自然科学版） Ｖｏｌ．５２　Ｎｏ．３

　２０２４年５月 ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｈａａｎｘｉＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ） Ｍａｙ，２０２４　

■ 三支决策与人工智能专题（主持人：杨海龙）

引用格式：徐伟华，丁一，邓彪，等．基于区间值犹豫模糊多粒度粗糙集的三支决策模型［Ｊ］．陕西师范大学学报（自然科学版），

２０２４，５２（３）：３７４６．［ＸＵ Ｗ Ｈ，ＤＩＮＧＹ，ＤＥＮＧＢ，ｅｔａｌ．Ｔｈｒｅｅｗａｙｄｅｃｉｓｉｏｎｍｏｄｅｌｓｂａｓｅｄｏｎｉｎｔｅｒｖａｌｖａｌｕｅｄｈｅｓｉｔａｎｔｆｕｚｚｙ

ｍｕｌｔｉｇｒａｎｕｌａｒｉｔｙｒｏｕｇｈｓｅｔ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｈａａｎｘｉＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ），２０２４，５２（３）：３７４６．］犇犗犐：１０．

１５９８３／ｊ．ｃｎｋｉ．ｊｓｎｕ．２０２４００８

收稿日期：２０２３０８２１

基金项目：国家自然科学基金（６２３７６２２９）

　通信作者：徐伟华，男，教授，博士生导师，主要从事人工智能、认知计算、数据挖掘、粒计算等方面研究。Ｅｍａｉｌ：ｃｈｘｕｗｈ＠

ｇｍａｉｌ．ｃｏｍ

基于区间值犹豫模糊多粒度

粗糙集的三支决策模型

徐伟华，丁　一，邓　彪，张晓燕

（西南大学 人工智能学院，重庆４００７１５）

摘　要：针对区间值犹豫模糊信息系统，提出了两种基于区间犹豫模糊多粒度粗糙集的三支决策

模型。首先，借助多粒度粗糙集理论，提出乐观和悲观区间犹豫模糊多粒度粗糙集模型。其次，引

入区间犹豫模糊连续交叉熵的概念，用ＴＯＰＳＩＳ方法来计算对象在不同情况下的条件概率。基于

此，定义区间犹豫模糊决策理论粗糙集并给出相应的三支决策规则。最后，通过实例验证了这两种

模型对目标评估采取不同的态度和决策方案，并且证明了所提算法的有效性。
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　　随着大数据时代的来临，海量的复杂数据开始

不断涌现，导致产生大量的不确定问题。为处理数

据中存在的不确定信息，许多不确定性知识发现的

方法被相继提出，比如粗糙集［１］和模糊集［２］等。

由Ｐａｗｌａｋ提出的粗糙集理论
［１］通过划分等价

类来计算上近似集和下近似集，相应把论域划分成

了正域、负域与边界域三个部分。最初的经典粗糙

集理论建立在单个二元关系（单粒度）下，然而现实

生活中可能还会面临各种各样的关系，从而产生不

同的粒度结构，传统的粗糙集理论难以解决这类问

题。Ｑｉａｎ等
［３５］在多个等价关系基础上建立了多粒

度粗糙集及其扩展模型。由于这种关系的划分过于

严格，为了减少决策错误带来的代价，Ｙａｏ
［６］提出了

一种更符合人类思考习惯的决策方式———三支决

策，对粗糙集论域划分的三个区域进行了语义解释。

在此基础上结合贝叶斯最小风险决策理论，就产生

了决策粗糙集理论［７］，它主要是利用给定的一组决

策代价参数来计算阈值对［０，１］。

由Ｚａｄｅｈ
［２］在１９８６年提出的模糊集理论对决

策中的模糊性进行有效表示与描述，近年来多种模

糊集的扩展理论被提出，例如，直觉模糊集［８］、Ｔｙｐｅ

２型模糊集
［９］和模糊多重集［１０］等。孙文鑫［１１］结合

粗糙集和模糊集理论，构建了多粒度广义近似空间

中的模糊粗糙集模型。随着大数据时代的到来，信

息中的决策环境变得越来越复杂，模糊集理论在处

理决策问题中的模糊不确定性方面存在一些限制。

许多情况下，人们在给出决策时会因存在许多可能

的情况而产生犹豫。Ｔｏｒｒａ
［１２］提出的犹豫模糊集允

许以几个可能值集合形式来表示某对象对模糊集合

的隶属程度，然而它未考虑到评价信息为区间值的

情形。同时，许多信息并非精确的单一模糊值，因此

在决策信息表达上采用区间值形式相对更加灵活与

合理。由于区间犹豫模糊集［１３］对犹豫信息具有很

好的刻画能力，自其出现以来就有大量的学者进行

了相关研究［１４１６］。通过赋予不同权重值的决策属

性，Ｙｅ
［１４］提出了区间值犹豫模糊优先加权平均算子

与几何算子，并给出了相应的决策规则。Ｔａｖａｋｋｏｌｉ

等［１５］使用优劣解距离法（ＴＯＰＳＩＳ）给出了新的区间

值犹豫模糊环境下的属性权重确定方法。对于区间

值犹豫模糊环境下的决策属性不完全已知的风险型

决策问题，阮传扬等［１６］结合后悔理论提出了一种新

的决策方法，并通过算例验证了有效性。目前，针对

区间犹豫模糊集的研究主要在解决多属性决策问题

上，包括决策制定［１７］、熵测量［１８］、距离以及相似性

测度［１９］等方面。

由于三支决策为人们做出决策提供了更好的选

择，因此许多学者将三支决策与模糊集理论相结合。

王茜等［２０］构建了两种基于粒度加权策略并结合三

支决策的粗糙集模型。Ｌｉａｎｇ等
［２１］结合直觉模糊

集，基于隶属度和非隶属度的概念提出了一种直觉

模糊代价的三支决策模型。Ｚｈａｎｇ等
［２２］从乐观和

悲观两个角度定义了属性值和决策代价，同时提出

以直觉模糊数的形式表示的直觉模糊三支决策模

型。考虑犹豫模糊集，Ｘｕ等
［２３］提出了一种基于犹

豫模糊决策理论粗糙集的最小风险策略，用于风险

决策与资源分配。Ｑｉａｏ
［２４］研究了犹豫关系的一些

性质，并且给出了犹豫关系在三支决策中构造评价

函数的一些应用。本文针对区间犹豫模糊信息系

统，提出两种基于区间犹豫模糊多粒度粗糙集的三

支决策模型和相应的规则提取算法，并提出一个案

例验证其有效性。

１ 预备知识

１．１ 模糊集

不同于普通集合，模糊集中对象和集合没有明

确的隶属关系，因此可用于处理模糊性问题。本节

简单介绍模糊集及其扩展模型，详细内容见文献［２，

１１，１３］。

设犝 为非空有限论域，在犝 上的一个模糊

集［２］犉可以表示为犉 ＝ ｛（狓，犉（狓））狘狓∈犝｝，其中

犉：犝 → ［０，１］，犉（狓）表示模糊集犉的隶属函数，描

述的是论域犝 上的元素犡 隶属于模糊集犉的程度，

取值为区间［０，１］上的某个数值。论域犝 上所有模

糊集合表示为犉（犝）。

设犝 ＝ ｛狓１，狓２，…，狓狀｝是一个非空有限论域，

则犝 上的一个犹豫模糊集
［１１］犈可以被定义为犈 ＝

｛〈狓，犺犈（狓）〉狘狓∈犝｝，其中，犹豫模糊数犺犈（狓）＝

｛λ１，λ２，…，λ犾｝是区间［０，１］上的按照升序排列的不

同值的集合，犺犈（狓）表示犝 上元素狓属于犈 的所有

可能隶属度组成的集合。犾表示犹豫模糊数犺犈（狓）中

的元素个数。当论域中所有对象的犾＝１时，犹豫模

糊集退化为普通模糊集。

设一个非空有限论域是犝 ＝ ｛狓１，狓２，…，狓狀｝，

则犝 上的一个区间犹豫模糊集
［１３］珚犈可以被定义为
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珚犈 ＝ ｛〈狓，珔犺犈（狓）〉狘狓∈犝｝，其中区间犹豫模糊数

珔犺犈（狓）是区间［０，１］上一些不等区间数的集合，表示

对象狓的可能隶属度的集合。

１．２ 多粒度粗糙集

粗糙集理论是一种处理不确定信息的有效工

具。犙犻犪狀等
［５］提出采用多个粒结构来替代传统单粒

度的知识粒，以实现概念的粗糙表示与近似逼近，并

构建了多粒度粗糙集。多粒度粗糙集包含乐观多粒

度粗糙集（“求同存异”思想）和悲观多粒度粗糙集

（“求同排异”思想）。

给定犝 上的二元关系犚犻（犻＝１，２，…，狆），对于

任意集合 犡 犝，犡 的乐观多粒度下近似记为

∑
狆

犻＝１

犚Ｏ犻（犡）＝｛狓狘［狓］犚
１ 犡∨［狓］犚２ 犡∨…∨

［狓］犚
狆
犡，狓∈犝｝，犡 的乐观多粒度上近似记为

∑
狆

犻＝１

犚Ｏ犻（犡） ＝ ∑
狆

犻＝１

犚Ｏ犻（犡
犆（ ））

犆
， 序 偶

∑
狆

犻＝１

犚Ｏ犻（犡），∑
狆

犻＝１

（犡（ ））称为集合犡关于关系犚犻的乐

观多粒度粗糙集，其中［狓］犚犻（犻＝１，２，…，狆）称为狓

关于等价关系犚犻的等价类。乐观多粒度粗糙上近似

集合称为犡 的乐观多粒度正域，乐观多粒度粗糙上

近似集合与下近似集合的差集称为乐观多粒度边

界域。

给定犝 上的二元关系犚犻（犻＝１，２，…，狆），对于

任意集合 犡 犝，犡 的悲观多粒度下近似记为

∑
狆

犻＝１

犚Ｐ犻（犡）＝｛狓狘［狓］犚
１ 犡∧［狓］犚２ 犡∧…∧

［狓］犚
狆
犡，狓∈犝｝，犡 的悲观多粒度上近似记为

∑
狆

犻＝１

犚Ｐ犻（犡） ＝ ∑
狆

犻＝１

犚Ｐ犻（犡
犆（ ））

犆
， 序 偶

∑
狆

犻＝１

犚Ｐ犻（犡），∑
狆

犻＝１

犚Ｐ犻（犡（ ））称为集合犡关于关系犚犻的

悲观多粒度粗糙集，悲观多粒度粗糙上近似集合称

为犡的悲观多粒度正域，悲观多粒度粗糙上近似集

合与下近似集合的差集称为悲观多粒度边界域。

１．３ 三支决策

三支决策［６］是指通过一对阈值将论域划分为三

个互不相交的区域，即正区域、边界域和负区域。针

对正区域中的对象采取接受决策，对于边界区域中

的对象则延迟决策，而负区域中的对象执行拒绝决

策。为了更好地构建相应模型，本小节介绍三支决策

模型和决策理论粗糙集的基础知识，详见参考文

献［６７］。

给定论域犝 是一个非空有限的对象集合，通过

一对阈值（α，β）把论域犝 划分成三个互不相交的区

域，即对任意的狓∈犝，有下列式子成立：犘ＯＳ＝｛狓狘

α≤μ（狓）≤１｝，犅ＮＤ ＝ ｛狓狘β≤μ（狓）≤α｝，犖ＥＧ ＝

｛狓狘０≤μ（狓）≤β｝。其中：犘ＯＳ、犅ＮＤ和犖ＥＧ分别表示

正区域、边界域和负区域；μ（狓）表示对象狓对目标

概念的隶属度。对象划分在正区域，表示该对象属于

目标概念；对象划分在负区域，表示该对象不属于目

标概念；对象划分在边界域，表示信息不足需要引入

更多信息进行进一步决策。

为了更加合理地选取决策阈值，Ｙａｏ
［７］通过引

入贝叶斯最小风险，提出了决策理论粗糙集。对于一

个状态集Ω＝｛犡，┐犡｝和一个行为集犃＝｛犪Ｐ，犪Ｂ，

犪Ｎ｝，其中，犡和 ┐犡分别表示属于目标概念和不属

于目标概念，犪Ｐ、犪Ｂ 和犪Ｎ 分别表示将对象划分到正

域、边界域和负域的行为。则一个代价矩阵可以被构

造为表１的形式。

表１　 决策粗糙集的代价矩阵

犜犪犫．１　犆狅狊狋犿犪狋狉犻狓狅犳犱犲犮犻狊犻狅狀狉狅狌犵犺狊犲狋

行为 犡 ┐犡

犪Ｐ λＰＰ λＰＮ

犪Ｂ λＢＰ λＢＮ

犪Ｎ λＮＰ λＮＮ

表１中：λＰＰ、λＢＰ和λＮＰ分别表示属于目标概念的对象

被划分到正域、边界域和负域行为的代价；λＰＮ、λＢＮ

和λＮＮ 分别表示不属于目标概念的对象被划分到正

域、边界域和负域行为的代价。基于贝叶斯最小决策

代价，阈值（α，β）计算公式如下：

α＝
λＰＮ－λＢＮ

（λＰＮ－λＢＮ）＋（λＢＰ－λＰＰ）
，

β＝
λＢＮ－λＮＮ

（λＢＮ－λＮＮ）＋（λＮＰ－λＢＰ）
。

２ 区间犹豫模糊多粒度粗糙集

鉴于区间值犹豫模糊集在描述不确定性信息方

面的优势，以及多粒度粗糙集处理不确定信息的优

点，本节将结合这两种理论模型，提出了一种新的模

型 ——— 区间值犹豫模糊多粒度粗糙集模型。首先给

出了区间值犹豫模糊粗糙集的定义，然后运用粒计

算思想引入了区间值犹豫模糊多粒度粗糙集，并介

绍了其基本特性。
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２．１ 区间犹豫模糊粗糙集

定义１（区间犹豫模糊关系）　 给定一个非空有

限论域犝，在犝 上的一个区间犹豫模糊关系犚 

犝×犝 定义为

犚＝ ｛〈（μ，狏），狊犚（μ，狏）〉狘（μ，狏）∈犝×犝｝，

式中狊犚：犝×犝→［０，１］是取值在［０，１］上的几个可

能的区间数的集合，它表示的是元素μ与狏之间的

可能隶属度。论域犝 上所有区间犹豫模糊关系的集

合记为犚ＩＶＨＦ（犝×犚）。

根据以上二元关系的定义，区间犹豫模糊粗糙

集的定义如下。

定义２（区间犹豫模糊粗糙集）　 给定一个非空

有限论域犝 以及一个区间犹豫模糊关系犚 ∈

犚ＩＶＨＦ（犝×犝），称（犝，犚）为一个区间值犹豫模糊近

似空间。对于犝 上的任意一个区间值犹豫模糊集合

犐∈犛ＩＶＨＦ（犝），犐关于近似空间（犝，犚）的下近似定义为

犚（犐）＝ ｛〈μ，狊犚（犐）（μ）〉狘μ∈犝｝，其中狊犚（犐）（μ）＝

∩狏∈犝｛狊犚犮（μ，狏）∪狊犐（狏）｝。犐关于近似空间（犝，犚）的

上近似定义为：珚犚（犐）＝｛〈μ，狊珚犚（犐）（μ）〉狘μ∈犝｝，其中

狊珚犚（犐）（μ）＝∪狏∈犝｛狊犚（μ，狏）∩狊犐（狏）｝。称序偶（犚（犐），

珚犚（犐））是区间犹豫模糊集犐关于犚 的一个犹豫模糊

粗糙集模型，其中犚（犐）与珚犚（犐）都是区间值犹豫模

糊集，珚犚和犚 分别是区间值犹豫模糊上近似算子和

下近似算子。

２．２ 区间犹豫模糊多粒度粗糙集

本节将结合区间值犹豫模糊粗糙集理论与粒计

算的思想，探讨两种不同态度下多粒度粗糙集模型。

并给出乐观与悲观区间值犹豫模糊粗糙集的定义。

定义３（乐观区间犹豫模糊多粒度粗糙集）　 给

定一个非空有限论域犝 以及区间犹豫模糊关系

犚犼∈犚ＩＶＨＦ（犝×犝）（犼＝１，２，…，狀），对于区间值犹

豫模糊集犐∈犛ＩＶＨＦ（犝），犐的乐观区间值犹豫模糊多

粒度粗糙下近似和上近似分别表示为

犌Ｏ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）＝ ｛〈μ，狊犌Ｏ
∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ）〉狘μ∈犝｝，

珚犌Ｏ
∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）＝ ｛〈μ，狊珚犌Ｏ
∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ）〉狘μ∈犝｝。

其中：

狊犌Ｏ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ）＝∪
狀

犼＝１
∩
狏＝犝

｛狊犚犮
犼
（μ，狏）∪狊犐（狏）｝，

狊珚犌Ｏ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ）＝∩
狀

犼＝１
∪
狏∈犝

｛狊犚
犼
（μ，狏）∩狊犐（狏）｝。

（序偶 犌Ｏ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐），珚犌Ｏ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐 ）） 称为区间值犹豫模糊集

犐关于关系犚犼（犼＝１，２，…，狀）的一个乐观区间值犹

豫模糊多粒度粗糙集，其中上近似与下近似都是区

间值犹豫模糊集合。

定义４（悲观区间犹豫模糊多粒度粗糙集）　 给

定一个非空有限论域犝 和区间犹豫模糊关系犚犼 ∈

犚ＩＶＨＦ（犝×犝）（犼＝１，２，…，狀），对于区间值犹豫模糊

集犐∈犛ＩＶＨＦ（犝），犐的区间值悲观犹豫模糊多粒度粗

糙下近似和上近似分别表示为

犌Ｐ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）＝ ｛〈μ，狊犌Ｐ
∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ）〉狘μ∈犝｝，

珚犌Ｐ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）＝ ｛〈μ，狊珚犌Ｐ
∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ）〉狘μ∈犝｝。

其中：

狊犌Ｐ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ）＝∩
狀

犼＝１
∩
狏∈犝

｛狊犚犮
犼
（μ，狏）∪狊犐（狏）｝，

狊珚犌Ｐ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ）＝∪
狀

犼＝１
∪
狏∈犝

｛狊犚
犼
（μ，狏）∩狊犐（μ）｝。

（序偶 犌Ｐ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐），珚犌Ｐ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐 ）） 是区间值犹豫模糊集犐

关于区间犹豫模糊关系犚犼（犼＝１，２，…，狀）的一个

区间值悲观犹豫模糊多粒度粗糙集，其中下近似与

上近似都是区间值犹豫模糊集合。当区间犹豫模糊

关系中的狀取值为１时，区间值犹豫模糊多粒度粗

糙集演化为区间值犹豫模糊单粒度粗糙集。

３　 基于区间犹豫模糊多粒度粗糙集

的三支决策模型

　　 基于三支决策理论更符合人类认知习惯的特

点，将其与上文中的区间犹豫模糊多粒度粗糙集模

型相结合，构建区间值犹豫模糊粗糙多粒度三支决

策模型。本节首先通过提出一种新的连续交叉熵来

确定条件概率，然后在区间犹豫模糊损失函数矩阵

的基础上重新定义阈值对（α，β），制定相应的三支决

策规则提取算法。

３．１ 条件概率

构建三支决策模型之前，需要先确定对象与不

同状态之间的相似距离。下面分别通过融合公式、加

权平均算子和连续交叉熵的介绍来得出条件概率的

计算公式。

定义５（区间犹豫模糊多粒度粗糙集上下近似

融合公式）　 设犝 是一个非空有限论域，犚犼 ∈
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犚ＩＶＨＦ（犝×犝）（犼＝１，２，…，狀）是犝上的区间犹豫模

糊关系，犐∈犛ＩＶＨＦ（犝）是犝 上的一个区间值犹豫模

糊集，犐关于关系犚犼的区间值犹豫模糊多粒度粗糙

上下近似融合公式定义如下：

犌

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）＝ ｛〈μ，狊犌
∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ）〉狘μ∈犝｝。 （１）

式 中：狊犌
∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ） ＝ （１２ 狊犌∑狀
犼＝１

犚
犼

（犐）（μ） ＋ １ －

狊珚犌
∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ ））， ＝Ｏ或Ｐ。

定义６（连续有序加权平均算子）　 设犙（狔）是

一个基本单元区间单调函数，给出关系犉：犕 →犚
＋，

则连续有序加权平均算子定义如下：

犉犙（犮）＝犉犙（［犮
犾，犮狌］）＝

　　∫
１

０

ｄ犙（狔）

ｄ狔
（犮犾＋狔（犮

狌
－犮

犾））ｄ狔， （２）

式中犮＝［犮
犾，犮狌］∈犕，犕 是所有非负区间值组成的

集合。

给定λ ＝∫
１

０
犙（狔）ｄ狔，则可以得到 犉犙（犮）＝

犉犙（［犮
犾，犮狌］）＝λ犮

狌
＋（１－λ）犮

犾，其中λ是犙的特征函

数，因此犉犙（［犮
犾，犮狌］）是特征函数参数闭区间端点的

加权平均值，也是［犮犾，犮狌］的态度期望数。

基于犹豫模糊集的犹豫模糊组合熵的定义，我

们可以定义一种新的区间值犹豫模糊连续交叉熵，

它可以用来反映两区间值犹豫模糊数之间的差异

程度。

定义７（区间值犹豫模糊连续交叉熵）　 给定两

个区间值犹豫模糊数狊１和狊２，基于定义６，我们定义

关于狊１ 和狊２ 的区间犹豫模糊连续交叉熵如下：

犈Ｃ（狊１，狊２）＝
－１

犾∑
犾

犽＝

（
１

犉犙（狊
犽
１）＋１－犉犙（狊

犽
２）

２
·

　　　ｌｎ
犉犙（狊

犽
１）＋１－犉犙（狊

犽
２）

２
＋

　　　
犉犙（狊

犽
２）＋１－犉犙（狊

犽
１）

２
·

　　　ｌｎ
犉犙（狊

犽
２）＋１－犉犙（狊

犽
１））２
。 （３）

定理１　 给定两个区间值犹豫模糊数狊１ 和狊２，

犈Ｃ（狊１，狊２）是它们的区间犹豫模糊连续交叉熵，则

犈Ｃ（狊１，狊２）满足以下两个条件：

１）０≤犈Ｃ（狊１，狊２）≤ｌｎ２；

２）当且仅当［狊犽１（犾），狊
犽
１（狌）］＝ ［狊犽２（犾），狊

犽
２（狌）］，

犽＝１，２，…，犾时犈Ｃ（狊１，狊２）＝ｌｎ２。

根据公式（３）容易证得，区间犹豫模糊连续交

叉熵是随着模糊数狊１ 与狊２ 的加权平均差值的增大

而单调递减的。亦即，当两个模糊数完全一样时，交

叉熵取最大值。

优劣解距离法（ＴＯＰＳＩＳ）的主要思想是，借助

于求解事物和相应的正或负理想解的距离大小从而

可以对有关事物进行评价。因为连续交叉熵这一概

念能够将不同的信息进行对比，反映出它们之间的

区别大小，这里将上述新的区间值犹豫模糊连续交

叉熵作为对象狓与相应的两个不同理想解的距离。

假设区间值犹豫模糊数具有正理想解狊＋ 和负理想

解狊－，参考决策理论粗糙集的定义，狊＋ 表示对状态犆

的评估，狊－ 表示对状态 ┐犆的评估。如果狊里的每个

区间值更接近１，那么表示狊是更理想的，可以得出

狊＋＝ 〈｛［１，１］｝〉和狊－＝ 〈｛［０，０］｝〉。当两个模糊数

的加权平均差值最大时，即分别是正负理想解时，交

叉熵为达到最小值零。

定义８（条件概率）　给出正负理想解分别为狊＋

和狊－，我们定义状态犆与对象μ的条件概率如下：

犘（犆狘μ）＝
犈Ｃ（狊

＋，狊）

犈Ｃ（狊
＋，狊）＋犈Ｃ（狊

－，狊）
， （４）

式中狊＝ 〈狊犌
∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ）狘μ∈犝〉。

上述定义中的犆表示属于目标概念的状态，通

过一组融合上下近似粗糙集后的模糊数来体现。这

里的条件概率与传统意义上的不同，本文中所说的

条件概率是指对象μ属于目标概念的概率，本文通

过条件概率来模拟模糊隶属度，化区间值为传统模

糊值，表示了状态犆拥有对象μ的程度。条件概率越

大，表示融合上下近似后的粗糙集在对象μ上距离

正理想解更接近，说明对象μ与状态犆 这一组模糊

数的模糊关系越接近。

３．２ 阈值的确定

在决策理论粗糙集中，由于对象狓可能划分在

正区域、负区域和边界域，不同区域的决策行为也不

同，所以有必要将条件概率与阈值（α，β）进行比较。

考虑到所有损失函数都可以用区间犹豫模糊数表

示，即区间犹豫模糊损失函数矩阵，如表２所示。本

文提出了区间值犹豫模糊近似度，并重新定义了阈
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值α和β。

表２　 区间犹豫模糊损失函数矩阵

犜犪犫．２　犐狀狋犲狉狏犪犾狏犪犾狌犲犱犺犲狊犻狋犪狀狋犳狌狕狕狔犾狅狊狊犳狌狀犮狋犻狅狀犿犪狋狉犻狓

行为 犆 ┐犆

犪Ｐ λＰＰ ＝ 〈狊λＰＰ〉 λＰＮ ＝ 〈狊λＰＮ〉

犪Ｂ λＢＰ ＝ 〈狊λＢＰ〉 λＢＮ ＝ 〈狊λＢＮ〉

犪Ｎ λＮＰ ＝ 〈狊λＮＰ〉 λＮＮ ＝ 〈狊λＮＮ〉

　　定义９（区间犹豫模糊近似度）　给定两个区间

值犹豫模糊数狊１ ＝ 〈γ１１，γ１２，…，γ１狀〉和狊２ ＝ 〈γ２１，

γ２２，…，γ２狀〉，它们的区间犹豫模糊近似度定义为

犵（狊１，狊２）＝
１

２ （狀 ∑
狀

犼＝１

（γ
狌
１犼＋γ

犾
１犼）－

∑
狀

犼＝１

（γ
狌
２犼＋γ

犾
２犼 ））。 （５）

考虑到在采取接受、拒绝和推迟态度时的损失

应该要具有现实意义，所以λ 应具有合理的假设：

λＰＰ λＢＰＮＰ，λＮＮ λＢＮ ＰＮ。

基于以上定义，本文提出了如下关于区间犹豫

模糊决策理论粗糙集的三支决策规则：

１）如果犘（犆狘［μ］）≥α，则μ∈犘ＯＳ（犆）；

２）如果β＜犘（犆狘［μ］）＜α，则μ∈犅ＮＤ（犆）；

３）如果犘（犆狘［μ］）≤β，则μ∈犖ＥＧ（犆）。

其中：

α＝
犵（λＰＮ，λＢＮ）

犵（λＰＮ，λＢＮ）＋犵（λＢＰ，λＰＰ）
；

β＝
犵（λＢＮ，λＮＮ）

犵（λＢＮ，λＮＮ）＋犵（λＮＰ，λＢＰ）
。

３．３　 基于区间犹豫模糊多粒度粗糙集的三支决策

规则提取算法

通过以上相关定义，可以分别得出基于区间犹

豫模糊数的相似距离计算方法。考虑到人们悲观和

乐观两种不同的态度，分别产生了乐观和悲观多粒

度粗糙集模型。因为悲观情形下的规则提取算法与

乐观情形类似，所以本节只给出乐观情形下的基于

区间犹豫模糊多粒度粗糙集的三支决策规则提取算

法，即算法１。

算法１：基于乐观区间犹豫模糊多粒度粗糙集的三支决策规

则提取算法

输入：多个区间犹豫模糊关系犚犼 ∈犚ＩＶＨＦ（犝×犝），μ∈犝，

犐犛ＩＶＨＦ（犝）和损失函数矩阵犔。

输出：犘ＯＯＳ（犆），犅
Ｏ
ＮＤ（犆），犖

Ｏ
ＥＧ（犆）。

１初始化犖Ｏ
ＥＧ（犆）← ；

２初始化犌Ｏ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）＝珚犌Ｏ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）＝ ；

３ｉｆ犝 ≠ ｔｈｅｎ

４　　　ｆｏｒ每个μ犼 ∈犝ｄｏ

５　　　 计算狊犌Ｏ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ犼）；

６　　　犌
Ｏ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）＝∪ 〈μ犼，狊犌Ｏ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ犼）〉；

７　　　 计算狊珚犌Ｏ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ犼）；

８　　　珚犌
Ｏ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）＝∪ 〈μ犼，狊珚犌Ｏ

∑
狀

犼＝１

犚
犼

（犐）（μ犼）〉；

９　　　ｅｎｄ

１０ｅｎｄ

１１计算犘Ｏ（犆狘μ犼）；

１２计算λＰＮ－λＢＮ，λＢＰ－λＰＰ，λＢＮ－λＮＮ，λＮＰ－λＢＰ；

１３计算α，β；

１４ｉｆ犘Ｏ（犆狘μ犼）≥αｔｈｅｎ

１５犘ＯＯＳ（犆）←μ犼；

１６ｅｎｄ

１７ｉｆβ＜犘
Ｏ（犆狘μ犼）＜αｔｈｅｎ

１８犅ＯＮＤ（犆）←μ犼；

１９ｅｎｄ

２０ｉｆ犘Ｏ（犆狘μ犼）≤βｔｈｅｎ

２１犖Ｏ
ＥＧ（犆）←μ犼；

２２ｅｎｄ

２３ｒｅｔｕｒｎ犘ＯＯＳ（犆），犅
Ｏ
ＮＤ（犆），犖

Ｏ
ＥＧ（犆）。

４ 实际案例与对比分析

本节采用一个医疗诊断案例来验证提出模型的

有效性，然后通过两种不同情形下的基于区间犹豫

模糊多粒度粗糙集的三支决策模型的结果来对比分

析各自优势。

４．１　 案例描述与对策

我们在双论域条件下应用区间犹豫模糊粗糙集

模型来解决医疗诊断问题。假设论域犝＝｛μ１，μ２，μ３，

μ４，μ５｝是临床上的五种常见症状，分别代表“发烧”“头

痛”“胃痛”“咳嗽”和“胸闷”，论域犞＝｛狏１，狏２，狏３，狏４，狏５｝

是五种疾病，其中狏犼分别代表“流感”“肺炎”“胃炎”“哮

喘”和“心绞痛”。假定犚１、犚２∈犚ＩＶＨＦ（犝×犞）是两个区

间犹豫模糊关系，对于任意（μ犻，狏犼）∈犝 ×犞，

狊犚
１
（μ犻，狏犼）和狊犚２（μ犻，狏犼）表示症状μ犻（μ犻∈犝）和疾

病狏犼（狏犼∈犞）之间相关的区间隶属度，这由两名
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医生预先评估得出。此外，犚１ 和犚２ 是症状和疾病之 间相关关系的两个医学知识统计数据，见表３和表４。

表３　犚１ 下的区间值犹豫模糊关系

犜犪犫．３　犐狀狋犲狉狏犪犾狏犪犾狌犲犱犺犲狊犻狋犪狀狋犳狌狕狕狔狉犲犾犪狋犻狅狀狌狀犱犲狉犚１

犚１ 狏１ 狏２ 狏３ 狏４ 狏５

μ１ ｛［０．５，０．６］，

［０．６，０．７］｝

｛［０．１，０．２］，

［０．２，０．３］｝

｛［０．４，０．５］，

［０．４，０．６］｝

｛［０．３，０．４］，

［０．３，０．５］｝

｛［０．１，０．２］，

［０．２，０．３］｝

μ２ ｛［０．２，０．３］，

［０．３，０．４］｝

｛［０．２，０．３］，

［０．２，０．４］｝

｛［０．３，０．４］，

［０．４，０．５］｝

｛［０．３，０．４］，

［０．４，０．５］｝

｛［０．４，０．５］，

［０．５，０．６］｝

μ３ ｛［０．４，０．５］，

［０．５，０．６］｝

｛［０．５，０．６］，

［０．５，０．７］｝

｛［０．２，０．３］，

［０．２，０．４］｝

｛［０．１，０．２］，

［０．２，０．３］｝

｛［０．４，０．５］，

［０．５，０．６］｝

μ４ ｛［０．５，０．７］，

［０．６，０．７］｝

｛［０．３，０．４］，

［０．４，０．５］｝

｛［０．２，０．３］，

［０．３，０．４］｝

｛［０．４，０．５］，

［０．５，０．６］｝

｛［０．５，０．６］，

［０．５，０．７］｝

μ５ ｛［０．５，０．６］，

［０．６，０．７］｝

｛［０．２，０．３］，

［０．３，０．４］｝

｛［０．４，０．５］，

［０．５，０．６］｝

｛［０．５，０．６］，

［０．６，０．７］｝

｛［０．６，０．７］，

［０．７，０．８］｝

表４　犚２ 下的区间值犹豫模糊关系

犜犪犫．４　犐狀狋犲狉狏犪犾狏犪犾狌犲犱犺犲狊犻狋犪狀狋犳狌狕狕狔狉犲犾犪狋犻狅狀狌狀犱犲狉犚２

犚２ 狏１ 狏２ 狏３ 狏４ 狏５

μ１ ｛［０．４，０．５］，

［０．５，０．６］｝

｛［０．１，０．３］，

［０．２，０．３］｝

｛［０．４，０．５］，

［０．５，０．６］｝

｛［０．３，０．４］，

［０．４，０．５］｝

｛［０．１，０．３］，

［０．２，０．３］｝

μ２ ｛［０．３，０．４］，

［０．３，０．５］｝

｛［０．２，０．３］，

［０．３，０．４］｝

｛［０．４，０．５］，

［０．４，０．６］｝

｛［０．４，０．６］，

［０．５，０．６］｝

｛［０．５，０．６］，

［０．６，０．７］｝

μ３ ｛［０．４，０．５］，

［０．４，０．６］｝

｛［０．５，０．７］，

［０．６，０．７］｝

｛［０．２，０．３］，

［０．３，０．４］｝

｛［０．１，０．３］，

［０．２，０．３］｝

｛［０．３，０．４］，

［０．４，０．５］｝

μ４ ｛［０．５，０．６］，

［０．５，０．７］｝

｛［０．３，０．４］，

［０．４，０．５］｝

｛［０．２，０．４］，

［０．３，０．４］｝

｛［０．４，０．６］，

［０．５，０．６］｝

｛［０．５，０．６］，

［０．６，０．７］｝

μ５ ｛［０．５，０．６］，

［０．６，０．７］｝

｛［０．３，０．４］，

［０．４，０．５］｝

｛［０．４，０．６］，

［０．５，０．６］｝

｛［０．４，０．６］，

［０．５，０．６］｝

｛［０．５，０．６］，

［０．５，０．７］｝

　　 在临床实践中，患者可以看不同的医生，可能

得到不同的诊断。为了减少误诊的风险，我们应该仔

细考虑所有医生的意见。在这个例子中，我们假设犐

代表患者。犐的表现症状可以由论域犝 上的区间犹

豫模糊集来描述。给定

犐＝ ｛〈μ１，｛［０．３，０．４］，［０，５，０．８］｝〉，

〈μ２，｛［０．２，０．３］，［０．４，０．５］｝〉，

〈μ３，｛［０．２，０．４］，［０．６，０．８］｝〉，

〈μ４，｛［０．３，０．４］，［０．５，０．７］｝〉，

〈μ５，｛［０．５，０．７］，［０．６，０．８］｝〉｝，

则基于区间犹豫模糊多粒度粗糙集的两种三支决策

模型可通过如下步骤获得。

１）基于乐观区间犹豫模糊多粒度粗糙集的三

支决策模型。

步骤１：根据定义３，计算乐观区间犹豫模糊多

粒度粗糙集，结果为

犌Ｏ

∑
２

犼＝１

犚
犼

（犐）＝ ｛〈狏１，｛［０．３，０．５］，［０，５，０．７］｝〉，

　　〈狏２，｛［０．３，０．５］，［０．６，０．７］｝〉，

　　〈狏３，｛［０．４，０．５］，［０．５，０．７］｝〉，

　　〈狏４，｛［０．４，０．５］，［０．５，０．７］｝〉，

　　〈狏５，｛［０．３，０．５］，［０．５，０．６］｝〉｝，

珚犌Ｏ

∑
２

犼＝１

犚
犼

（犐）＝ ｛〈狏１，｛［０．３，０．４］，［０．５，０．６］｝〉，

　　〈狏２，｛［０．５，０．６］，［０．６，０．８］｝〉，

　　〈狏３，｛［０．４，０．５］，［０．６，０．８］｝〉，

　　〈狏４，｛［０．３，０．４］，［０．６，０．８］｝〉，

　　〈狏５，｛［０．３，０．４］，［０．５，０．８］｝〉｝。

步骤２：在乐观情况下计算每个条件概率，如表
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５所示。

表５　 乐观情形下区间犹豫模糊

多粒度粗糙集的条件概率

犜犪犫．５　犆狅狀犱犻狋犻狅狀犪犾狆狉狅犫犪犫犻犾犻狋狔狅犳犻狀狋犲狉狏犪犾狏犪犾狌犲犱犺犲狊犻狋犪狀狋

犳狌狕狕狔犿狌犾狋犻犵狉犪狀狌犾犪狉犻狋狔狉狅狌犵犺狊犲狋犻狀狅狆狋犻犿犻狊狋犻犮狊犮犲狀犪狉犻狅

犞 狏１ 狏２ 狏３ 狏４ 狏５

犘Ｏ（犆狘狏犻） ０．７３８８０．５３２１０．６２７６０．３９７９０．４２５９

　　 步骤３：表６给出了在不同状态下采取不同行

动的损失函数矩阵。根据定义９，我们可以得到：

α＝
犵（λＰＮ，λＢＮ）

犵（λＰＮ，λＢＮ）＋犵（λＢＰ，λＰＰ）
＝

　　
０．４０

０．４０＋０．２３
＝０．６３４９，

β＝
犵（λＢＮ，λＮＮ）

犵（λＢＮ，λＮＮ）＋犵（λＮＰ，λＢＰ）
＝

　　
０．４３

０．４３＋０．５５
＝０．４３８７。

表６　 损失函数矩阵

犜犪犫．６　犔狅狊狊犳狌狀犮狋犻狅狀犿犪狋狉犻狓

行为 犆 ┐犆

犪Ｐ λＰＰ ＝ 〈｛［０．０５，０．１０］，［０．１５，０．３０］｝〉 λＰＮ ＝ 〈｛［０．８０，０．９０］，［０．９０，１．００］｝〉

犪Ｂ λＢＰ ＝ 〈｛［０．１２，０．３７］，［０．４１，０．６２］｝〉 λＢＮ ＝ 〈｛［０．３１，０．４５］，［０．５８，０．６６］｝〉

犪Ｎ λＮＰ ＝ 〈｛［０．７９，０．９４］，［０．９９，１．００］｝〉 λＮＮ ＝ 〈｛［０．００，０．０６］，［０．０８，０．１４］｝〉

　　 步骤４：基于表３～４和上文的决策规则，我们

可以获得乐观情况下的三支决策结果，即

犘ＯＯＳ（犆）＝ ｛狏１｝，

犅ＯＮＤ（犆）＝ ｛狏２，狏３｝，

犖Ｏ
ＥＧ（犆）＝ ｛狏４，狏５｝。

我们可以得出以下结论：患者犐最有可能患上

的疾病是流感（狏１），不太可能患有哮喘（狏４）和心绞

痛（狏５），至于患者是否患有肺炎（狏２）和胃炎（狏３）需

要进一步评估。

２）基于悲观区间犹豫模糊多粒度粗糙集的三

支决策模型。

步骤１：根据定义４，计算悲观区间犹豫模糊多

粒度粗糙集，结果为

犌Ｐ

∑
２

犼＝１

犚
犼

（犐）＝ ｛〈狏１，｛［０．４，０．５］，［０．５，０．６］｝〉，

　　〈狏２，｛［０．３，０．４］，［０．６，０．７］｝〉，

　　〈狏３，｛［０．４，０．６］，［０．５，０．６］｝〉，

　　〈狏４，｛［０．４，０．５］，［０．６，０．７］｝〉，

　　〈狏５，｛［０．３，０．４］，［０．５，０．６］｝〉｝，

珚犌Ｐ

∑
２

犼＝１

犚
犼

（犐）＝ ｛〈狏１，｛［０．４，０．６］，［０．５，０．７］｝〉，

　　〈狏２，｛［０．４，０．６］，［０．６，０．８］｝〉，

　　〈狏３，｛［０．３，０．５］，［０．５，０．８］｝〉，

　　〈狏４，｛［０．３，０．５］，［０．６，０．８］｝〉，

　　〈狏５，｛［０．３，０．６］，［０．５，０．８］｝〉｝。

步骤２：在悲观情况下计算每个条件概率，如表

７所示。

表７　 悲观情形下区间犹豫模糊多粒度粗糙集的条件概率

犜犪犫．７　犆狅狀犱犻狋犻狅狀犪犾狆狉狅犫犪犫犻犾犻狋狔狅犳犻狀狋犲狉狏犪犾狏犪犾狌犲犱犺犲狊犻狋犪狀狋

犳狌狕狕狔犿狌犾狋犻犵狉犪狀狌犾犪狉犻狋狔狉狅狌犵犺狊犲狋犻狀狆犲狊狊犻犿犻狊狋犻犮狊犮犲狀犪狉犻狅

犞 狏１ 狏２ 狏３ 狏４ 狏５

犘Ｐ（犆狘狏犻） ０．８５８９０．５９２４０．５０２２０．３８６１０．５４７３

　　步骤３：阈值α和β在乐观情形１）中已计算。

步骤４：基于表３～４和上文的决策规则，我们

可以获得悲观情况下的三支决策结果，即

犘ＰＯＳ（犆）＝ ｛狏１｝，

犅ＰＮＤ（犆）＝ ｛狏２，狏３，狏５｝，

犖Ｐ
ＥＧ（犆）＝ ｛狏４｝。

我们可以得出以下结论：患者犐最有可能患上

的疾病是流感（狏１），不太可能患有哮喘（狏４），至于患

者是否患有肺炎（狏２）、胃炎（狏３）和心绞痛（狏５）需要

进一步评估。

４．２　 结果分析

由上可知，基于不同的区间值犹豫模糊多粒度

粗糙集，两个三支决策模型的决策结果也不同。表８

总结了模型比较和分析的结果。此外，每个模型的条

件概率如图１所示。我们可以将表５的条件概率视

为医生对患者诊断结果的隶属度，在乐观条件下，流

感（狏１）的条件概率最高，说明了患者犐根据模型计

算得到的状态与流感（狏１）的契合度最高，从而推测

出患者大概率得了流感（狏１）。同理可以发现在悲观

情况下，依然是流感（狏１）具有最高的条件概率，因

此同时参考两个模型可以发现，患者极大概率得了
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流感（狏１）而没有得哮喘（狏４），为其医疗诊断提供了

很大的帮助。

表８　两种三支决策模型的结果对比

犜犪犫．８　犚犲狊狌犾狋犮狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳狋狑狅犽犻狀犱狊狅犳

狋犺狉犲犲狑犪狔犱犲犮犻狊犻狅狀犿狅犱犲犾

不同情形 犘ＯＳ（犆） 犅ＮＤ（犆） 犖ＥＧ（犆）

乐观 ｛狏１｝ ｛狏１，狏３｝ ｛狏４，狏５｝

悲观 ｛狏１｝ ｛狏２，狏３，狏５｝ ｛狏４｝

图１　两种三支模型的条件概率

犉犻犵．１　犆狅狀犱犻狋犻狅狀犪犾狆狉狅犫犪犫犻犾犻狋狔狅犳狋狑狅犽犻狀犱狊

狅犳狋犺狉犲犲狑犪狔犱犲犮犻狊犻狅狀犿狅犱犲犾

　　从图１可以看出，乐观情况下的条件概率具有

相对最大值，悲观情况下的条件概率具有相对最小

值。同时可以看出，乐观情况下接受条件概率距离

边界更远，而悲观情况下拒绝条件概率距离边界更

远，说明两模型各有各的决策方法，针对不同的情景

提供不同的决策。表８说明，提出的模型具有一定

的区分度，并且可以根据需要按需调整所需模型。

最终实验结果表明，这两种不同的三支决策模型可

以解决在区间值犹豫模糊背景下不确定信息的决策

问题，同时提供相关的合理策略方案，具有一定的决

策有效性。

５ 结语

本文探究了如何解决基于区间值犹豫模糊背景

的不确定信息的决策问题，同时设计了两种不同的

三支决策模型用来减小遇到决策失误而造成损失的

风险。首先，根据区间犹豫模糊集和多粒度粗糙集

的相关理论知识，构建了乐观和悲观两种不同的区

间犹豫模糊多粒度粗糙集。其次，基于区间值犹豫

模糊背景以及决策理论粗糙集部分理论知识，设计

计算相关条件概率与阈值的新方法。而且，借助将

条件概率与阈值进行比较的方式设定出三支决策的

有关规则以及相应地如何提取规则的算法。并结合

案例进行实验分析，证实了提出模型的有效性。

在未来的工作中，关于本文提出的决策规则提

取算法，我们将考虑通过序贯三支决策相关理论来

继续对在边界区域中的对象的具体决策结果进行分

析，同时考虑对于不同的粒度应该具有不同的权重

值，这样能让最终做出的决策策略相对而言较为

准确。
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