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度量偏好直觉模糊序决策信息系统的分布约简

徐伟华，蒋宗颖

（西南大学 人工智能学院，重庆 ４００７１５）

摘要：在直觉模糊信息系统中引入了加权得分函数，在此基础上构造了基于度量偏好的直觉模糊

序决策信息系统，进一步通过考虑度量偏好直觉模糊序决策信息系统下的优势关系，给出了一种条

件准则集是分布约简或者最大分布约简的判断定理．然后，通过讨论分布和最大分布协调集的性
质，在辨识矩阵的辅助下研究了具体度量偏好直觉模糊序决策信息系统下的分布约简方法．最后，
通过分析了具体的实例，验证了辨识矩阵获得分布约简的方法，并给出分布约简的实际意义．
关键词：偏序关系；分布约简；加权得分函数；直觉模糊集；粗糙集
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０引 言

直觉模糊集［１］是保加利亚学者Ａｔａｎａｓｓｏｖ在１９８６年提出的一种基于模糊集理论［２］的推广．其核心思
想是在模糊集隶属度的基础上，增加了非隶属度以及犹豫度的概念，以期能够更加全面、清晰地描述和理

解模糊概念．直觉模糊集理论提出以来，受到了国内外学者的广泛关注，也成功应用到物流服务、图像融
合、决策判断、机器学习、医疗诊断等领域［３－７］．当前已经成为处理模糊性和不确定性问题的有效工具．

粗糙集［８］是１９８２年波兰学者 Ｐａｗｌａｋ提出的另一种处理不确定性问题的工具．该理论强调从数据本
身出发，不需要任何所研究问题的先验知识便可以从数据中发现知识．属性约简［９－１０］是粗糙集理论研究
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中最为重要的内容之一，其基本内容是指在保持决策能力不变的前提下尽可能去除冗余元素，降低知识库

的内存存储空间，有助于在知识获取过程中降低时间复杂度．此外，众多学者从不同的角度对属性约简进
行了研究，并取得了很多重要成果［１１－１４］．

现实生活中，决策信息系统一般不是基于等价关系，而是基于条件属性取值为直觉模糊数的优势关

系，这更符合实际需求．本文通过对隶属度、非隶属度和犹豫度加权定义了一个加权得分函数，从而定义了
一种直觉模糊偏序关系，并在此基础上构造度量偏好直觉模糊序决策信息系统．进一步在度量偏好直觉模
糊序决策信息系统中引入了分布（最大分布）函数和分布（最大分布）辨识矩阵，给出获取决策信息系统全

部分布（最大分布）约简的方法，并通过一个具体实例分析比较了两种约简方法的优劣性．

１度量偏好直觉模糊序决策信息系统

信息系统通常由论域和条件属性构成，特别地，当信息系统中具有决策属性的时候，称该信息系统为

决策信息系统．为了更好地理解决策信息系统，在此给出相关的基本概念［１５－１６］．
定义１　三元组ＩＳ＝（Ｕ，ＡＴ，Ｆ）称为一个信息系统，五元组ＤＩ＝（Ｕ，ＡＴ∪ＤＴ，Ｆ，Ｇ）称为一个决策信息

系统，其中，Ｕ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝为一个非空有限的论域，ＡＴ＝｛ａ１，ａ２，…，ａｍ｝是一个有限条件属性集；ＤＴ＝
｛ｄ１，ｄ２，…，ｄｑ｝是一个有限决策属性集；Ｆ表示 Ｕ与 ＡＴ的笛卡尔积到 ∪ａ∈ＡＴＶａ的映射，即 Ｆ＝｛ｆ：Ｕ×ＡＴ→

∪
ａ∈ＡＴ
Ｖａ｝；Ｖａ是条件属性 ａ的有限值域；Ｇ是 Ｕ与 ＤＴ的笛卡尔积到 ∪ｄ∈ＤＴＶｄ的映射，即 Ｇ＝｛ｇ：Ｕ×ＤＴ→

∪
ｄ∈ＤＴ
Ｖｄ｝；Ｖｄ是决策属性ｄ的值域．

定义２　给定一个决策信息系统ＤＩ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ），对任意ｆ∈Ｆ，ｇ∈Ｇ，ａ∈ＡＴ和ｘ∈Ｕ，有ｆ（ｘ，
ａ）＝（θａ（ｘ），ａ（ｘ）），ｇ（ｘ，ｄ）∈Ｒ（Ｒ为实数集），分别表示对象 ｘ在条件属性 ａ和决策属性 ｄ下的取值．
其中，函数θａ：Ｕ×ａ→［０，１］和ａ：Ｕ×ａ→［０，１］分别表示Ｕ中对象ｘ在条件属性ａ下的隶属度和非隶属
度，并且满足０≤θａ（ｘ）＋ａ（ｘ）≤１，称ｆ（ｘ，ａ）为直觉模糊数．

进一步，记ｈ（ａ）＝｛（θａ（ｘ），ａ（ｘ））｜ａ∈ＡＴ｝，称 ｈ（ａ）为 Ｕ上的直觉模糊集．如果满足上述性质，则
称 ＩＳ＝（Ｕ，ＡＴ，Ｆ）是直觉模糊信息系统，ＤＩ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ）是直觉模糊决策信息系统．

定义３　已知ＤＩ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ）是直觉模糊决策信息系统，ｘ∈Ｕ，ａ∈ＡＴ，定义对象 ｘ对属
性ａ的加权得分函数为：

Ｓａ（ｘ）＝ω１θａ（ｘ）－ω２ａ（ｘ）－ω３πａ（ｘ）
其中：θａ（ｘ）和ａ（ｘ）分别表示Ｕ中对象ｘ在条件属性ａ下的隶属度和非隶属度，并且始终满足０≤θａ（ｘ）
＋ａ（ｘ）≤１，πａ（ｘ）＝１－θａ（ｘ）－ａ（ｘ）表示对象ｘ在条件属性 ａ下的犹豫度，从而加权得分函数可以进
一步表示为：

Ｓａ（ｘ）＝（ω１＋ω３）θａ（ｘ）＋（ω３－ω２）ａ（ｘ）－ω３
其中，加权系数∑３

ｉ＝１ωｉ＝１（ωｉ∈［０，１］）．
需要注意的是，加权系数的具体取值应该与实际的决策偏好相适应．例如，当决策者更看重隶属程度

时，应适当提高权重ω１，其余情况与之类似．此外，加权得分函数本质上反映了对象对属性的积极决策，而
非隶属度和犹豫度是这种决策的反面描述，反映了阻碍积极决策的程度．因此，这两个隶属度的权重均设
置为负数．特别地，由于∑３

ｉ＝１ωｉ＝１（ωｉ∈［０，１］），故具体取值只需要给出隶属度和非隶属度的值，并保证
ω１＋ω２≤１，犹豫度的值就可以自动获得．

下面将定义直觉模糊决策信息系统中条件属性值和决策属性值的偏序关系．
定义４　给定ＤＩ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ）是直觉模糊决策信息系统，对于ｆ∈Ｆ，ｇ∈Ｇ，ａ∈ＡＴ以及

ｘ，ｙ∈Ｕ，有：
ｈ（ｘ，ａ）≥ｈ（ｙ，ａ）Ｓａ（ｘ）≥Ｓａ（ｙ）

ｇ（ｘ，ｄ）≥ｇ（ｙ，ｄ）
则称ＤＩ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ）为直觉模糊序决策信息系统，记ＤＩ≥ ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ）．
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根据直觉模糊序决策信息系统的构造，可以得到基于条件属性和决策属性的递增或递减的偏序关系．
若某一条件属性下得到的条件属性值域构成了一个递增或递减的偏序关系，则称该条件属性为该直觉模

糊决策信息系统的一个准则，同理可以获取相对应的决策准则．根据上述讨论，可以获取由条件属性值域
和决策属性值域递增或递减偏序关系构成的优势关系．本文主要讨论由递增的偏序关系获得的优势关系，
不失一般性，本文方法在递减的偏序情况下同样适用．

定义５　给定直觉模糊序决策信息系统ＤＩ≥ ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ），若该决策信息系统具有偏好向量
ω＝（ω１，ω２），则称ＤＩ≥是一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统，记作 ＤＩ

ｓ≥
ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω）．其

中，ω１称为隶属度权重，ω２称为非隶属度权重．
因此，在度量偏好直觉模糊序决策信息系统中，如果 ａ∈ＡＴ，ｘ，ｙ∈Ｕ，ｘ、ｙ之间存在优势关系“≥”，

则用“ｘ≥ｙ”表示ｘ在准则ａ下优于ｙ．
已知ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω）是一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统，ＡＡＴ且Ａ≠，定义条

件属性子集Ａ的度量偏好直觉模糊优势关系以及决策属性ｄ的度量偏好直觉模糊优势关系：
　　　　　　　　　Ｒｓ≥Ａ ＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｕ×Ｕ｜ｘ≥ｙ，ａ∈Ａ｝

＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｕ×Ｕ｜Ｓａ（ｘ）≥Ｓａ（ｙ），ａ∈Ａ｝Ｒ≥ｄ
＝｛（ｘ，ｙ）∈Ｕ×Ｕ｜ｇ（ｘ，ｄ）≥ｇ（ｙ，ｄ），ｇ∈Ｇ｝

在ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω）中，当Ｒ
ｓ≥
ＡＴＲ≥ｄ 时，称该决策信息系统是协调的，否则是不协调的．而

实际生活中，得到的决策信息系统往往是不协调的．
因此，可以从度量偏好直觉模糊优势关系 Ｒｓ≥Ａ 和 Ｒ≥ｄ 中诱导出条件属性子集以及决策属性的度量偏

好直觉模糊优势类：

　　　　　　　　　［ｘ］ｓ≥Ａ ＝｛ｙ∈Ｕ｜（ｙ，ｘ）∈Ｒ
ｓ≥
Ａ｝

＝｛ｙ∈Ｕ｜Ｓａ（ｙ）≥Ｓａ（ｘ），ａ∈Ａ｝［ｘ］≥ｄ
＝｛ｙ∈Ｕ｜ｇ（ｘ，ｄ）≥ｇ（ｙ，ｄ），ｇ∈Ｇ｝
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若ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω）是一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统，ＡＡＴ，ｘ∈Ｕ，记：

　　　　　　　　　 Ｕ
Ｒｓ≥Ａ
＝｛［ｘ］ｓ≥Ａ ｜ｘ∈Ｕ｝

　　　　　　　　　 Ｕ
Ｒ≥ｄ
＝｛Ｄ１，Ｄ２，…，Ｄｒ｝

　　　　　　　　　μｓ≥Ａ（ｘ）＝
Ｄ１∩［ｘ］

ｓ≥
Ａ

｜Ｕ｜ ，
Ｄ２∩［ｘ］

ｓ≥
Ａ

Ｕ ，…，
Ｄｒ∩［ｘ］

ｓ≥
Ａ( )Ｕ

　　　　　　　　　γｓ≥Ａ（ｘ）＝ｍａｘ
Ｄ１∩［ｘ］

ｓ≥
Ａ

｜Ｕ｜ ，
Ｄ２∩［ｘ］

ｓ≥
Ａ

｜Ｕ｜ ，…，
Ｄｒ∩［ｘ］

ｓ≥
Ａ

｜Ｕ{ }｜

其中：
Ｕ
Ｒｓ≥Ａ
表示Ｒｓ≥Ａ 诱导出的优势类全体，其通常不能形成对论域 Ｕ的一个划分，而是构成论域 Ｕ上一个

覆盖，μｓ≥Ａ（ｘ）、γ
ｓ≥
Ａ（ｘ）分别称为论域Ｕ中的对象ｘ关于条件属性子集Ａ的分布函数和最大分布函数．

引理１　设α＝（ａ１，ａ２，…，ａｎ）
Ｔ，β＝（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）

Ｔ是两个ｎ维向量，如果ａｉ＝ｂｉ（ｉ＝１，…，ｎ），则称
向量α等于向量β，记作α＝β；如果ａｉ≤ｂｉ（ｉ＝１，…，ｎ），则称向量α小于等于向量β，记作α≤β；如果出
现其余情况，则称向量α不小于等于向量β，记作α＞β．

由定义６和引理１，可以获得在度量偏好直觉模糊序决策信息系统下的相关性质．
定理 ２１　给定ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω）是一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统，对于Ａ

ＡＴ，有：
（１）ｘ∈Ｕ，若ＢＡ，则μｓ≥Ａ（ｘ）≤μ

ｓ≥
Ｂ（ｘ）；
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（２）ｘ∈Ｕ，若ＢＡ，则γｓ≥Ａ（ｘ）≤γ
ｓ≥
Ｂ（ｘ）；

（３）ｘ，ｙ∈Ｕ，若［ｙ］ｓ≥Ａ［ｘ］
ｓ≥
Ａ，则μ

ｓ≥
Ａ（ｙ）≤μ

ｓ≥
Ａ（ｘ）；

（４）ｘ，ｙ∈Ｕ，若［ｙ］ｓ≥Ａ［ｘ］
ｓ≥
Ａ，则γ

ｓ≥
Ａ（ｙ）≤γ

ｓ≥
Ａ（ｘ）．

证明：（１）ｘ∈Ｕ，由ＢＡ，可知［ｘ］ｓ≥Ａ［ｘ］
ｓ≥
Ｂ，再根据定义７可以得到μ

ｓ≥
Ａ（ｘ）≤μ

ｓ≥
Ｂ（ｘ）．

（２）～（４）可以由定理２１和定义７可得．
定义７　给定一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω），ＡＡＴ，若ｘ∈

Ｕ，有μｓ≥Ａ（ｘ）＝μ
ｓ≥
ＡＴ（ｘ），则称Ａ是ＤＩ

ｓ≥
ω 中关于度量偏好直觉模糊优势关系Ｒ

ｓ≥
ＡＴ的分布协调集，简称为分布

协调集．当Ａ的任意真子集都不是分布协调集时，称 Ａ是 ＤＩｓ≥ω 中关于度量偏好直觉模糊优势关系 Ｒ
ｓ≥
ＡＴ的

分布相对约简，简称为分布约简．
定义８　给定一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω），ＡＡＴ，若ｘ∈

Ｕ，有γｓ≥Ａ（ｘ）＝γ
ｓ≥
ＡＴ（ｘ），则称Ａ是ＤＩ

ｓ≥
ω 中关于度量偏好直觉模糊优势关系Ｒ

ｓ≥
ＡＴ的最大分布协调集，简称为

最大分布协调集．当Ａ的任意真子集都不是最大分布协调集时，称Ａ是 ＤＩｓ≥ω 中关于度量偏好直觉模糊优
势关系Ｒｓ≥ＡＴ的最大分布相对约简，简称为最大分布约简．

定理２２　对于一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω），ＡＡＴ，如果Ａ
是分布协调集，那么Ａ一定是最大分布协调集．

证明：如果Ａ是分布协调集，那么ｘ∈Ｕ，都有 μｓ≥Ａ （ｘ）＝μ
ｓ≥
ＡＴ（ｘ），于是，ｘ∈Ｕ，都有［ｘ］

ｓ≥
Ａ ＝［ｘ］

ｓ≥
ＡＴ．

由最大分布函数的定义以及最大分布约简的定义可知，若ｘ∈Ｕ，都有［ｘ］ｓ≥Ａ ＝［ｘ］
ｓ≥
ＡＴ，那么ｘ∈Ｕ，都有

γｓ≥Ａ（ｘ）＝γ
ｓ≥
ＡＴ（ｘ），因此Ａ是一个最大分布协调集．

反过来，已知Ａ是一个最大分布协调集不能推导出Ａ是一个分布协调集，因为ｘ∈Ｕ，都有γｓ≥Ａ（ｘ）＝
γｓ≥ＡＴ（ｘ）成立不能保证ｘ∈Ｕ，都有［ｘ］

ｓ≥
Ａ ＝［ｘ］

ｓ≥
ＡＴ成立．

定理２３　已知ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω）是一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统，ＡＡＴ，Ａ是
分布协调集当且仅当ｘ，ｙ∈Ｕ，当μｓ≥ＡＴ（ｙ）＞μ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ），有［ｙ］

ｓ≥
Ａ［ｘ］

ｓ≥
Ａ ．

证明：（１）必要性　假设Ａ是一个分布协调集，ｘ，ｙ∈Ｕ，根据定理２１，如果［ｙ］ｓ≥Ａ ［ｘ］
ｓ≥
Ａ，显然有

μｓ≥Ａ（ｙ）≤μ
ｓ≥
Ａ（ｘ）．Ａ是一个分布协调集，故ｘ∈Ｕ，有μ

ｓ≥
Ａ（ｘ）＝μ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ），此时μ

ｓ≥
ＡＴ（ｙ）≤μ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ）．于是，ｘ，

ｙ∈Ｕ，如果［ｙ］ｓ≥Ａ［ｘ］
ｓ≥
Ａ，有 μ

ｓ≥
ＡＴ（ｙ）≤μ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ）．进一步，可以知道ｘ，ｙ∈Ｕ，当 μ

ｓ≥
ＡＴ（ｙ）＞μ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ）时，有

［ｙ］ｓ≥Ａ［ｘ］
ｓ≥
Ａ ．必要性得证．

（２）充分性　由于ｘ，ｙ∈Ｕ，当 μｓ≥ＡＴ（ｙ）＞μ
ｓ≥
ＡＴ（ｘ）时，有［ｙ］

ｓ≥
Ａ ［ｘ］

ｓ≥
Ａ ．于是，可知ｘ，ｙ∈Ｕ，如果

［ｙ］ｓ≥Ａ［ｘ］
ｓ≥
Ａ，有μ

ｓ≥
ＡＴ（ｙ）≤μ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ）．根据定理２１可知，对ＡＡＴ，ｘ，ｙ∈Ｕ，有μ

ｓ≥
Ａ （ｘ）≥μ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ）．若要证

明Ａ是一个分布协调集，只需要证明对ＡＡＴ，ｘ，ｙ∈Ｕ，有μｓ≥Ａ（ｘ）≤μ
ｓ≥
ＡＴ（ｘ）．

当μｓ≥Ａ（ｘ）＝（０，０，…，０）时，μ
ｓ≥
Ａ（ｘ）≤μ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ）成立．考虑 μ

ｓ≥
Ａ （ｘ）≠（０，０，…，０）的情形．若 μ

ｓ≥
Ａ （ｘ）≠

（０，０，…，０），有
｜Ｄｉ∩［ｘ］

ｓ≥
Ａ ｜

｜Ｕ｜ ≠０成立，即有｜Ｄｉ∩［ｘ］
ｓ≥
Ａ ｜≠０成立．假设 ｙ∈Ｄｉ∩［ｘ］

ｓ≥
Ａ，则 ｙ∈Ｄｉ并且 ｙ∈

［ｘ］ｓ≥Ａ，因为ｙ∈［ｘ］
ｓ≥
Ａ，可以得到［ｙ］

ｓ≥
Ａ ［ｘ］

ｓ≥
Ａ，根据其逆否命题可以得到 μ

ｓ≥
ＡＴ（ｙ）≤μ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ），进一步可得

［ｙ］ｓ≥ＡＴ［ｘ］
ｓ≥
ＡＴ．又根据定理２１可知ｙ∈［ｙ］

ｓ≥
ＡＴ，结合［ｙ］

ｓ≥
ＡＴ［ｘ］

ｓ≥
ＡＴ，则必然有ｙ∈［ｘ］

ｓ≥
ＡＴ．也就是说，当ｙ∈

Ｄｉ∩［ｘ］
ｓ≥
Ａ 时，必然有ｙ∈Ｄｉ∩［ｘ］

ｓ≥
ＡＴ，等价于［ｘ］

ｓ≥
Ａ［ｘ］

ｓ≥
ＡＴ，即μ

ｓ≥
Ａ（ｘ）≤μ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ）．充分性得证．

因此，原定理成立．
定理 ２４　已知ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω）是一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统，ＡＡＴ，Ａ是

最大分布协调集当且仅当ｘ，ｙ∈Ｕ，当γｓ≥ＡＴ（ｙ）＞γ
ｓ≥
ＡＴ（ｘ）时，有［ｙ］

ｓ≥
Ａ［ｘ］

ｓ≥
Ａ ．

证明：与定理２３类似．

３度量偏好直觉模糊序决策信息系统的分布约简方法

在第２节给出了在度量偏好不协调直觉模糊序决策信息系统下分布（最大分布）函数的定义以及判
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定定理，这是在准则集下判断分布约简的基础．在本节中，将通过定义分布辨识矩阵的方式给出具体计算
分布约简的方法．

定义９　给定一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω），若记：
Ｄｉｓｓ≥ＡＴμω （ｘｉ，ｘｊ）＝｛ａ∈ＡＴ｜（ｘｉ，ｘｊ）Ｒ

ｓ≥
ａ｝

称Ｄｉｓｓ≥ＡＴμω （ｘｉ，ｘｊ）是ＤＩ
ｓ≥
ω 中ｘｉ、ｘｊ关于度量偏好直觉模糊优势关系 Ｒ

ｓ≥
ＡＴ的分布可辨识属性集．记 Ｄｉｓ

ｓ≥ＡＴ
μω ＝

（Ｄｉｓｓ≥ＡＴμω （ｘｉ，ｘｊ））｜Ｕ｜×｜Ｕ｜是ＤＩ
ｓ≥
ω 中ｘｉ、ｘｊ关于带偏好度量的直觉模糊优势关系Ｒ

ｓ≥
ＡＴ的分布可辨识矩阵．

特别地，ｘｉ，ｘｊ∈Ｕ，有Ｄｉｓ
ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｉ）＝，Ｄｉｓ

ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）∩Ｄｉｓ

ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｊ，ｘｉ）＝．

定理３１　对于一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω），ＡＡＴ，Ｒ
ｓ≥
Ａ ＝

Ｒｓ≥ＡＴ当且仅当ｘｉ，ｘｊ∈Ｕ，当Ｄｉｓ
ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）≠时，有Ａ∩Ｄｉｓ

ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）≠．

证明：（１）必要性　 ｘｉ，ｘｊ∈Ｕ，当Ｄｉｓ
ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）≠时，根据辨识属性集的定义，存在 ａ∈ＡＴ，使得

（ｘｉ，ｘｊ）Ｒ
ｓ≥
ａ ．因为Ｒ

ｓ≥
Ａ ＝∩ａ∈ＡＴＲ

ｓ≥
ａ（ＡＡＴ），可以知道如果（ｘｉ，ｘｊ）Ｒ

ｓ≥
ａ，那么（ｘｉ，ｘｊ）Ｒ

ｓ≥
ＡＴ，又因为 Ｒ

ｓ≥
Ａ

＝Ｒｓ≥ＡＴ，那么（ｘｉ，ｘｊ）Ｒ
ｓ≥
Ａ ．同样，根据辨识属性集的定义，我们可以知道必然存在ｂ∈Ａ，使（ｘｉ，ｘｊ）Ｒ

ｓ≥
Ａ，即

ｂ∈Ｄｉｓｓ≥Ａμω （ｘｉ，ｘｊ）．因为 ＡＡＴ，所以有 Ｄｉｓ
ｓ≥Ａ
μω （ｘｉ，ｘｊ）Ｄｉｓ

ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ），显然，当 ｂ∈Ｄｉｓ

ｓ≥Ａ
μω （ｘｉ，ｘｊ）时，ｂ∈

Ｄｉｓｓ≥ＡＴμω （ｘｉ，ｘｊ）同样成立．因为ｂ∈Ａ并且ｂ∈Ｄｉｓ
ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ），所以Ａ∩Ｄｉｓ

ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）≠．必要性得证．

（２）充分性　已知：ｘｉ，ｘｊ∈Ｕ时，如果Ｄｉｓ
ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）≠，有Ａ∩Ｄｉｓ

ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）≠．因为ＡＡＴ，所以

Ｒｓ≥ＡＴＲ
ｓ≥
Ａ，要证Ｒ

ｓ≥
Ａ ＝Ｒ

ｓ≥
ＡＴ，只要证Ｒ

ｓ≥
Ａ Ｒ

ｓ≥
ＡＴ即可．如果 Ｄｉｓ

ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）≠，就存在 ａ∈ＡＴ，使得（ｘｉ，ｘｊ）

Ｒｓ≥ａ，可以进一步知道（ｘｉ，ｘｊ）Ｒ
ｓ≥
ＡＴ，又因为Ａ∩Ｄｉｓ

ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）≠，可知 ａ∈ＡＡＴ，同样地，通过分布辨识

属性集定义可以推导出（ｘｉ，ｘｊ）Ｒ
ｓ≥
Ａ ．也就是说可以由（ｘｉ，ｘｊ）Ｒ

ｓ≥
ＡＴ推导出（ｘｉ，ｘｊ）Ｒ

ｓ≥
Ａ，其逆否命题同样

成立，（ｘｉ，ｘｊ）∈Ｒ
ｓ≥
Ａ 可以推导出（ｘｉ，ｘｊ）∈Ｒ

ｓ≥
ＡＴ，即Ｒ

ｓ≥
ＡＲ

ｓ≥
ＡＴ．充分性得证．

因此，原定理成立．
推论３１　给定一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω），ＡＡＴ，Ａ是一

个分布协调集当且仅当ｘｉ，ｘｊ∈Ｕ，当Ｄｉｓ
ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）≠时，有Ａ∩Ｄｉｓ

ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）≠．

证明：根据定理３１，若要证明推论３１成立，只需要证明Ａ是一个分布协调集与 Ｒｓ≥Ａ ＝Ｒ
ｓ≥
ＡＴ互为充要

条件．当Ａ是一个分布协调集时，ｘ∈Ｕ，有 μｓ≥Ａ （ｘ）＝μ
ｓ≥
ＡＴ（ｘ），即［ｘ］

ｓ≥
Ａ ＝［ｘ］

ｓ≥
ＡＴ，显然有 Ｒ

ｓ≥
Ａ ＝Ｒ

ｓ≥
ＡＴ．反过

来，当Ｒｓ≥Ａ ＝Ｒ
ｓ≥
ＡＴ时，也同样可以得到Ａ是一个分布协调集．

定义１０　已知ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω）是一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统，Ｄｉｓ
ｓ≥ＡＴ
μω 是分

布可辨识矩阵，则称：

Ｍｓ≥μω＝∧｛∨｛ａ｜ａ∈Ｄｉｓ
ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）｝｜ｘｉ，ｘｊ∈Ｕ｝

是该度量偏好直觉模糊序决策信息系统的分布辨识公式．
定理３２　给定一个度量偏好直觉模糊序决策信息系统ＤＩｓ≥ω ＝（Ｕ，ＡＴ∪｛ｄ｝，Ｆ，Ｇ，ω），分布辨识公式

Ｍｓ≥μω的极小析取范式为Ｍ
ｓ≥ｍｉｎ
μω ＝∨ｍ

ｋ＝１（∧
ｑｋ
ｓ＝１ａｓ）．如果记Ｂ

ｋ
μω＝｛ａｓ，ｓ＝１，２，…，ｑｋ｝，则｛Ｂ

ｋ
μω，ｋ＝１，２，…，ｍ｝

是所有分布约简形式的集合．
证明：ｘｉ，ｘｊ∈Ｕ，当Ｄｉｓ

ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）≠时，根据极小析取范式的定义，有 Ｂ

ｋ
μω∩Ｄｉｓ

ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）≠，由

推论３１可知Ｂｋμω是一个分布协调集．在Ｂ
ｋ
μω中删去任意个数（小于｜Ｂ

ｋ
μω｜）的元素得到Ｂ

ｋ２
μω，存在ｘｉ，ｘｊ∈Ｕ，

当Ｄｉｓｓ≥ＡＴμω （ｘｉ，ｘｊ）≠时，有Ｂ
ｋ２
μω∩Ｄｉｓ

ｓ≥ＡＴ
μω （ｘｉ，ｘｊ）＝，即Ｂ

ｋ２
μω可以表示为 Ｂ

ｋ
μω的任意真子集，且 Ｂ

ｋ２
μω不是协调

集，于是，根据分布约简的定义可知Ｂｋμω是一个分布约简．又因为分布辨识公式Ｍ
ｓ≥
μω包含了在ｘｉ，ｘｊ∈Ｕ下

Ｄｉｓｓ≥ＡＴμω （ｘｉ，ｘｊ）的情形，所以在Ｍ
ｓ≥
μω基础上得到的｛Ｂ

ｋ
μω，ｋ＝１，２，…，ｍ｝是所有分布约简的集合．

４案例分析

假设某医院的１０位医生对７个病人（ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７）进行联合诊断，他们分别对这些病人的

病症（ａ１，ａ２，ａ３，ａ４）做出判断，病症通常为心痛等模糊性词语，医生基于病人描述以及从医经验给出这些
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病人拥有这些病症的程度，从而判断该病人此刻的病情状况，病情状况分为 Ａ、Ｂ、Ｃ三种．表１给出了１０
位医生对７个病人的诊断情况，在表１中这样解释病人ｘ１在病症ａ１下的直觉模糊数：一共有１０位医生，
有４位医生认为该病人具有病症ａ１，５位医生认为该病人不具有病症 ａ１，还有１位医生无法给出准确判
断．这时，认为病人 ｘ１对病症 ａ１的隶属度为０４，非隶属度为０５，犹豫度为０１，记作 ｆ（ｘ１，ａ１）＝（０４，
０５）．可以类似地解释其他直觉模糊数．此外，在加权得分函数中，人们往往更看重隶属度，所以在此设置
偏好权重为ω１＝０６，ω２＝０３，ω３＝０１．

表１　度量偏好直觉模糊序决策信息系统
Ｔａｂ１　Ｉｎｔｕｉｔｉｏｎｉｓｔｉｃｆｕｚｚｙｏｒｄｅｒｅｄｄｅｃｉｓｉｏｎｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｗｉｔｈｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅｍｅａｓｕｒｅ

Ｕ ａ１ ａ２ ａ３ ａ４ ｄ
ｘ１ （０４，０５） （０３，０５） （０８，０２） （０４，０５） Ａ
ｘ２ （０１，０９） （０６，０２） （０７，０２） （０７，０３） Ｂ
ｘ３ （０７，０３） （０４，０５） （０９，０） （０１，０８） Ｂ
ｘ４ （０３，０４） （０６，０３） （０４，０５） （０４，０６） Ｃ
ｘ５ （０８，０２） （０４，０６） （０２，０５） （０５，０５） Ａ
ｘ６ （０２，０５） （０１，０８） （０３，０７） （０４，０５） Ｃ
ｘ７ （０３，０５） （０３，０４） （０６，０２） （０７，０２） Ｃ

为了便于后续计算在该度量偏好直觉模糊序决策信息系统中的分布约简以及最大分布约简，在表２
计算了任意对象ｘ∈Ｕ对任意属性ａ∈ＡＴ的加权得分函数．

根据表２，可以知道：

　　　　　 Ｕ
Ｒ≥ｄ
＝｛Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３｝＝｛｛ｘ１，ｘ５｝，｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ５｝，｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７｝｝

　　　　　［ｘ１］
ｓ≥
ＡＴ＝｛ｘ１｝，［ｘ２］

ｓ≥
ＡＴ＝｛ｘ２｝，［ｘ３］

ｓ≥
ＡＴ＝｛ｘ３｝，［ｘ４］

ｓ≥
ＡＴ＝｛ｘ４｝，

　　　　　［ｘ５］
ｓ≥
ＡＴ＝｛ｘ５｝，［ｘ６］

ｓ≥
ＡＴ＝｛ｘ１，ｘ６，ｘ７｝，，［ｘ７］

ｓ≥
ＡＴ＝｛ｘ７｝

显然有Ｒｓ≥ＡＴＲ≥ｄ，则该度量偏好直觉模糊序决策信息系统是协调的，可计算得到：

　　　　　μｓ≥ＡＴ（ｘ１）＝μ
ｓ≥
ＡＴ（ｘ５）＝（

１
７，
１
７，
１
７），μ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ２）＝μ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ３）＝（０，

１
７，
１
７），

　　　　　μｓ≥ＡＴ（ｘ４）＝μ
ｓ≥
ＡＴ（ｘ７）＝（０，０，

１
７），μ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ６）＝（

１
７，
１
７，
３
７），

　　　　　γｓ≥ＡＴ（ｘ１）＝γ
ｓ≥
ＡＴ（ｘ２）＝γ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ３）＝γ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ４）＝γ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ５）＝γ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ７）＝

１
７，γ

ｓ≥
ＡＴ（ｘ６）＝

３
７．

表２　上述决策信息系统的加权得分函数
Ｔａｂ２　Ｗｅｉｇｈｔｅｄｓｃｏｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｄｅｃｉｓｉｏｎｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

Ｕ ａ１ ａ２ ａ３ ａ４
ｘ１ ００８ ００１ ０４２ ００８
ｘ２ －０２１ ０２８ ０３５ ０３３
ｘ３ ０３３ ００８ ０５３ －０１９
ｘ４ ００３ ０２６ ００８ ００６
ｘ５ ０４２ ００６ －００６ ０１５
ｘ６ －００６ －０１９ －００３ ００８
ｘ７ ００１ ００３ ０２８ ０３５

方法１：利用定义７求解分布约简与最大分布约简．
经验证，对ＡＴ的任意真子集Ａ，不存在ｘ∈Ｕ，有［ｘ］ｓ≥ＡＴ＝［ｘ］

ｓ≥
Ａ，根据定义７和８，可以知道 ＡＴ是该

度量偏好直觉模糊序决策信息系统的分布约简和最大分布约简．
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方法 ２：利用定理３２求解分布约简与最大分布约简．
根据表１的度量偏好直觉模糊序决策信息系统，可得该系统下的分布约简辨识矩阵，如表３所示．

表３　上述决策信息系统下的分布辨识矩阵
Ｔａｂ３　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｄｅｎｔｉｆｉｃａｔｉｏｎｍａｔｒｉｘｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｄｅｃｉｓｉｏｎｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５ ｘ６ ｘ７
ｘ１ ０ ２４ １２３ ２ １２４ ０ ２４
ｘ２ １３ ０ １３ １ １ １ １４
ｘ３ ４ ２４ ０ ２４ １４ ４ ４
ｘ４ １３４ ２３４ １３ ０ １４ ４ ３４
ｘ５ ３ ２３４ ２３ ２３ ０ ３ ３４
ｘ６ １２３ ２３４ １２３ １２３ １２４ ０ １２３４
ｘ７ １３ ２３ １２３ １２ １２ ０ ０

特别地，便于记录，在表３中，用属性的下标表示属性，用０表示分布可辨识属性集为空集的情况．
由此可得：

　　　　　Ｍｓ≥μω＝（ａ２∨ａ４）∧（ａ１∨ａ２∨ａ３）∧ａ２∧（ａ１∨ａ２∨ａ４）∧（ａ１∨ａ３）∧ａ１∧
（ａ１∨ａ４）∧ａ４（ａ１∨ａ３∨ａ４）∧（ａ２∨ａ３∨ａ４）∧（ａ３∨ａ４）∧ａ３（ａ２∨ａ３）∧
（ａ１∨ａ２∨ａ３∨ａ４）∧（ａ１∨ａ２）＝ａ１∧ａ２∧ａ３∧ａ４

因此，｛ａ１，ａ２，ａ３，ａ４｝是该度量偏好直觉模糊序决策信息系统的分布约简，由定理２２可以知道｛ａ１，
ａ２，ａ３，ａ４｝也是该决策信息系统的最大分布约简．

根据计算出的分布约简以及最大分布约简，可以知道，条件属性集ＡＴ是使每个病人在病情决策类中
隶属度保持不变的属性集，同时它也是每个病人在最大分布病情决策类中保持不变的属性集．

比较方法１和方法２，发现二者的计算结果都相同，但是它们所需要的时间未必相同，为了更加客观
地比较不同方法在计算时间上的优劣，分析了这两种方法在最坏情况下的时间复杂度．为了计算时间复杂
度，把任意两个对象在任一属性下关于加权得分函数的一次比较作为一次基本运算，那么在最坏的情况

下，可算得方法１的时间复杂度为Ｏ（｜Ｕ｜２×｜ＡＴ｜×２｜ＡＴ｜），方法２的时间复杂度为Ｏ（｜Ｕ｜２×｜ＡＴ｜）．比较
最坏情况下不同方法的时间复杂度，认为在保持结果一致的前提下应该采用方法２，即分布辨识矩阵的方
法来求解分布约简，因为这能大量减少时间成本．

５结 论

本文在直觉模糊序决策信息系统中，借助偏好权重定义了加权得分函数，从而构造了度量偏好直觉模

糊序决策信息系统．通过研究分布约简的性质得到了相应的判定定理，给出了两种获取分布约简的方法，
并通过一个具体的实例证明了两种方法的可行性与有效性．
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