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序信息系统下变精度与程度的“逻辑与”粗糙集＊
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摘　要：在序信息系统中通过“逻辑与”将变精度粗糙集与程度粗糙集融合起来，建立一种新的粗糙集模
型，对模型区域做出了精确的刻画，而后深入的研究了其数学性质，文末通过学生成绩这一案例进行分
析体现本文的研究意义。序信息系统下变精度与程度的“逻辑与”粗糙集是对经典粗糙集理论的延伸和
推广，为序信息系统的知识发现提供了新的理论基础。
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１　引言

粗糙集理论是一种研究不确定性的数学理论，由波兰数学家Ｐａｗｌａｋ于１９８２年提出［４］。该理论将
人的智能体现在对事物、行为、感知等的分类能力上，而不确定性正好可以归属到边界域里。通过理论
研究以及工程应用发现，传统的粗糙集理论存在明显的不足，基于等价关系的粗糙集以及需要满足的包
含关系都过于严格，与此同时往往还忽略掉了类与集合重叠部分的量化信息。而变精度粗糙集［８－９，１２］

和程度粗糙集［５，１０－１１］分别从信息的相对量化和信息的绝对量化入手对粗糙集进行了改进。近年来，关
于变精度粗糙集与程度粗糙集结合的研究已经取得诸多成果［１３－１４］，此前作者也进行了序信息系统中关
于“逻辑或”的粗糙集的讨论［７］。而“逻辑与”与其关系最为密切，那么如果通过“逻辑与”建立新的模型，
能否和“逻辑或”所建立的模型保持一定联系，又是否具备一些相关的特殊性质，在实际应用中，又如何
将变精度与程度同时在一个模型中加以讨论，比如在某次选举活动中，根据规则不仅要求支持率
超过一个给定的值β，而且还需要满足最多只有ｋ个人反对他方才可以当选，现实中亦有
诸多类似的应用。为此，本文将变精度粗糙集与程度粗糙集这两种各具优点的粗糙集通过“逻辑

与”的方式结合起来，引入到序信息系统［２－３，６］中来研究，在建立新的模型的同时，还深入的研究了其数
学性质，而后通过对实际案例的分析展现本文的价值。

２　预备知识

本节简要介绍粗糙集理论的相关基本知识，为讨论序信息系统下变精度与程度的“逻辑与”粗糙集
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提供理论基础。

２．１　程度粗糙集［１０］

设（Ｕ，Ｒ）为近似空间ＸＵ，ｋ∈Ｎ 为自然数，那么集合

ＲｋＸ ＝∪ ｛［ｘ］Ｒ｜｜［ｘ］Ｒ ∩Ｘ｜＞ｋ｝

ＲｋＸ ＝∪ ｛［ｘ］Ｒ｜｜［ｘ］Ｒ｜－｜［ｘ］Ｒ ∩Ｘ｜≤ｋ｝

分别称为Ｘ的程度为ｋ的Ｒ上、下近似集。若ＲｋＸ≠ＲｋＸ，称Ｘ在程度为ｋ时是Ｒ粗糙的，否则称为是

Ｒ精确的。其中ＲｋＸ 是“属于Ｘ的元素个数多于ｋ个等价类”的并集，ＲｋＸ 是“最多只有ｋ个元素不属

于Ｘ 的等价类”的集合，需要指出的是程度粗糙集中ＲｋＸ ＲｋＸ 并非一定成立。

２．２　变精度粗糙集［８，１０］

设（Ｕ，Ｒ）为近似空间ＸＵ，ｃ（［ｘ］Ｒ，Ｘ）＝１－｜
［ｘ］Ｒ ∩Ｘ｜
｜［ｘ］Ｒ｜

称为等价类［ｘ］Ｒ关于集合Ｘ 的错误

分分类率。设β为０到１的实数，称为可调错误分类水平，１－β称为可变精度，那么集合：

ＲβＸ ＝∪ ｛［ｘ］Ｒ｜ｃ（［ｘ］Ｒ，Ｘ）＜１－β｝

ＲβＸ ＝∪ ｛［ｘ］Ｒ｜ｃ（［ｘ］Ｒ，Ｘ）≤β｝

分别称为Ｘ的精度为１－β的Ｒ 上、下近似集。若ＲβＸ ≠ＲβＸ，则称Ｘ在精度１－β下是Ｒ 粗糙的，否

则称Ｘ是Ｒ精确的。而ＲβＸ 是“关于Ｘ的错误分类率小于１－β的等价类”的并集，ＲβＸ 是“关于Ｘ的
错误分类率不大于于β的等价类”并集。在变精度粗糙集模型中参数β的取值范围一般在［０，０．５），有
学者将参数β的取值范围限定在（０．５，１］用以表示正确分类率

［１］。需要指出的是当β＞０．５时ＲβＸ 
ＲβＸ 已不成立，但是，由于程度粗糙集与变精度粗糙集，存在如下转化关系：ｃ（［ｘ］Ｒ，Ｘ）＜１－β｜
［ｘ］Ｒ ∩Ｘ｜＞β｜［ｘ］Ｒ｜和ｃ（［ｘ］Ｒ，Ｘ）≤β｜［ｘ］Ｒ ∩Ｘ｜≥｜［ｘ］Ｒ｜－β｜［ｘ］Ｒ｜，而ｋ只需满足ｋ≥
０且ＲｋＸ ＲｋＸ 并非一直成立。所以基于参数β的完备性和两种模型结合时能够保持一致，本文将参
数β的范围取为［０，１］，讨论发现β∈ （０．５，１］和β∈ ［０，０．５）两种情况具有很强的对称性，因此本文主
要讨论β∈ ［０，０．５），而另一部分可以类似的得到。

２．３　序信息系统［６］

设Ｓ＝（Ｕ，Ａ，Ｖ，Ｆ）为信息系统，其中Ｕ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝为非空有限对象集，Ａ＝｛ａ１，ａ２，…，ａｍ｝

为属性集，Ｆ＝｛ｆ｜Ｕ→Ｖａｉ，ａ∈Ａ｝是Ｕ与Ａ之间的关系集，Ｖａ为ａ的有限值域。对给定信息系统Ｓ，
如果属性ａ∈Ａ的值域上有偏序关系“≥ａ”称ａ为一个准则。ｘ，ｙ∈Ｕ，ｘ≥ａｙ表示ｘ至少和ｙ在准
则ａ下是一样好的，ｘ≥ａｙｆ（ｘ，ａ）≥ａｆ（ｙ，ａ）对于属性集ＢＡ，ｘ≥Ｂｙ表示ｘ关于Ｂ中的所有准则
都优于ｙ，当信息系统Ｓ中所有的属性都为准则时，称该信息系统称为一个序信息系统，通常简记为：Ｓ≥

＝ （Ｕ，Ａ，ｆ）。

３　序信息系统下变精度与程度“逻辑与”粗糙集

前文介绍了程度粗糙集、变精度粗糙集和序信息系统的相关知识，有了这些基本概念作为基础，现
在我们需要在序信息系统下通过“逻辑与”将变精度粗糙集与程度粗糙集结合起来，并深入的讨论其性
质。
定义３．１　 设Ｓ≥ ＝ （Ｕ，Ａ，ｆ）为序信息系统，ＸＵ，Ｒ≥ 为Ｓ≥ 中的优势关系那么：

Ｒ≥
β∧ｋＸ ＝∪ ｛［ｘ］

≥
Ｒ ｜ｃ（［ｘ］≥Ｒ ，Ｘ）＜１－β，｜［ｘ］

≥
Ｒ ∩Ｘ｜＞ｋ｝

Ｒ≥
β∧ｋＸ ＝∪ ｛［ｘ］

≥
Ｒ ｜ｃ（［ｘ］≥Ｒ ，Ｘ）≤β，｜［ｘ］

≥
Ｒ ｜－｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜≤ｋ｝

分别称为Ｘ在序信息系统下的精度为１－β程度为ｋ的“逻辑与”Ｒ≥ 上近似集、下近似集，如果Ｒ≥
β∧ｋＸ

≠Ｒ≥
β∧ｋＸ，则称Ｘ在序信息系统下依精度１－β与程度ｋ的“逻辑与“粗糙，反之则称为Ｒ

≥
β∧ｋ 精确的或
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Ｒ≥
β∧ｋ 可描述的。其他的粗糙集区域：

ｐｏｓＲ≥
β∧ｋＸ ＝Ｒ

≥
β∧ｋＸ ∩Ｒ≥

β∧ｋＸ

ｎｅｇＲ≥
β∧ｋＸ ＝～ （Ｒ

≥
β∧ｋＸ ∪Ｒ≥

β∧ｋＸ）

ＵｂｎＲ≥
β∧ｋＸ ＝Ｒ

≥
β∧ｋＸ－Ｒ≥

β∧ｋＸ

ＬｂｎＲ≥
β∧ｋＸ ＝Ｒ

≥
β∧ｋＸ－Ｒ≥

β∧ｋＸ

ｂｎＲ≥
β∧ｋＸ ＝ＵｂｎＲ

≥
β∧ｋＸ ∪ＬｂｎＲ

≥
β∧ｋＸ ＝Ｒ

≥
β∧ｋＸΔＲ≥

β∧ｋＸ
分别称为正域、负域、上边界域、下边界域和边界域，其中Δ为集合的对称差运算。前文提到，程度粗糙
集中ＲｋＸＲｋＸ 并非恒成立，所以Ｒ≥

β∧ｋＸＲ≥
β∧ｋＸ 也并不是一直成立，所以本文分别定义了上、下边界

域，而边界域则以上、下近似集的对称差的方式定义。
定理３．１　 设Ｓ≥ ＝（Ｕ，Ａ，ｆ）为序信息系统，ＸＵ，β∈［０，１］，ｋ∈Ｎ，Ｒ≥ 为Ｓ≥ 上的优势关

系，则有：
（１）Ｒ≥

β∧ｋＸ ＝Ｒ≥
βＸ ∩Ｒ≥

ｋＸ，

（２）Ｒ≥
β∧ｋＸ ＝Ｒ≥

βＸ ∩Ｒ≥
ｋＸ．

证明　（１）ｘ∈Ｒ≥
β∧ｋＸ则有ｃ（［ｘ］

≥
Ｒ ，Ｘ）＜１－β，｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜＞ｋ，即是ｘ∈Ｒ≥

βＸ 且ｘ∈Ｒ≥
ｋＸ，

故ｘ∈Ｒ≥
β∧ｋＸ Ｒ≥

βＸ ∩Ｒ≥
ｋＸ．又 ｘ∈Ｒ≥

βＸ ∩Ｒ≥
ｋＸ，有ｘ∈Ｒ≥

βＸ 且ｘ∈Ｒ≥
ｋＸ，即是ｃ（［ｘ］≥Ｒ ，Ｘ）

＜１－β且｜［ｘ］
≥
Ｒ ∩Ｘ｜＞ｋ，故Ｒ≥

βＸ ∩Ｒ≥
ｋＸ Ｒ≥

β∧ｋＸ．综上可得Ｒ≥
β∧ｋＸ ＝Ｒ≥

βＸ ∩Ｒ≥
ｋＸ．

（２）证明方法与（１）类似。
定理３．２　 设Ｓ≥ ＝ （Ｕ，Ａ，ｆ）为序信息系统，ＸＵ，β∈ ［０，１］，ｋ∈Ｎ，Ｒ≥ 为Ｓ≥ 中的优势关

系，则有：Ｒ≥
β∧ｋＸ ＝ｐｏｓＲ

≥
β∧ｋＸ ∪ＵｂｎＲ

≥
β∧ｋＸ，Ｒ

≥
β∧ｋＸ ＝ｐｏｓＲ

≥
β∧ｋＸ ∪ＬｂｎＲ

≥
β∧ｋＸ．

证明　由定义可以直接得到。
定理３．３　 设Ｓ≥ ＝ （Ｕ，Ａ，ｆ）为序信息系统，ＸＵ，β∈ ［０，１］，ｋ∈Ｎ，Ｒ≥ 为Ｓ≥ 中的优势关

系有：
（１）Ｒ≥

β∧ｋＸ ＝∪ ｛［ｘ］
≥
Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜＞ｍａｘ（ｋ，β｜［ｘ］

≥
Ｒ ｜）｝；

（２）Ｒ≥
β∧ｋＸ ＝∪ ｛［ｘ］

≥
Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜≥ｍａｘ（｜［ｘ］≥Ｒ ｜－ｋ，｜［ｘ］≥Ｒ ｜－β｜［ｘ］

≥
Ｒ ｜）｝。

证明　（１）由定义知：Ｒ≥
β∧ｋＸ ＝∪ ｛［ｘ］

≥
Ｒ ｜ｃ（［ｘ］≥Ｒ ，Ｘ）＜１－β且｜［ｘ］

≥
Ｒ ∩Ｘ｜＞ｋ｝，由ｃ（［ｘ］≥Ｒ ，

Ｘ）＝１－｜
［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜
｜［ｘ］≥Ｒ ｜

＜１－β，有－｜［ｘ］
≥
Ｒ ∩Ｘ｜＜－β｜［ｘ］

≥
Ｒ ｜，则｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜＞β｜［ｘ］

≥
Ｒ ｜，故

｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜＞ｍａｘ（ｋ，β｜［ｘ］
≥
Ｒ ｜）。

（２）同理可得。
定理３．４　 设Ｓ≥ ＝ （Ｕ，Ａ，ｆ）为序信息系统，ＸＵ，ｋ∈Ｎ，Ｒ≥ 为Ｓ≥ 中的优势关系有下列结

论成立：
（１）当０≤β＜０．５且ｋ≠０有：

　ｐｏｓＲ≥
β∧ｋＸ

＝ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≥ｋ／β，｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜≥｜［ｘ］≥Ｒ ｜－ｋ｝）

　 ∪ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜ｋ／（１－β）＜｜［ｘ］≥Ｒ ｜＜ｋ／β，｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜≥ （１－β）｜［ｘ］≥Ｒ ｜｝）

　 ∪ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤ｋ／（１－β），｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜＞ｋ｝）

　ｎｅｇＲ≥
β∧ｋＸ

＝ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≥ｋ／β，｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜≤β｜［ｘ］≥Ｒ ｜｝）

　 ∪ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜ｋ／（１－β）＜｜［ｘ］≥Ｒ ｜＜ｋ／β，｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜≤ｋ｝）

　 ∪ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤ｋ／（１－β），｜［ｘ］
≥
Ｒ ∩Ｘ｜＜ （１－β）｜［ｘ］≥Ｒ ｜｝）
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　ＵｂｎＲ≥
β∧ｋＸ

＝ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≥ｋ／β，β｜［ｘ］≥Ｒ ｜＜｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜＜｜［ｘ］≥Ｒ ｜－ｋ｝）

　 ∪ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜ｋ／（１－β）＜｜［ｘ］≥Ｒ ｜＜ｋ／β，ｋ＜｜［ｘ］
≥
Ｒ ∩Ｘ｜＜ （１－β）｜［ｘ］≥Ｒ ｜｝）

　ＬｂｎＲ≥
β∧ｋＸ ＝∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤ｋ／１－β，（１－β）｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜≤ｋ｝

　　（２）当０．５＜β≤１且ｋ≠０时有：

　ｐｏｓＲ≥
β∧ｋ

＝ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜＞ｋ／（１－β），｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜≥｜［ｘ］≥Ｒ ｜－ｋ｝）

　 ∪ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜ｋ／β＜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤ｋ／（１－β），｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜＞β｜［ｘ］≥Ｒ ｜｝）

　 ∪ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤ｋ／β，｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜＞ｋ｝）

　ｎｅｇＲ≥
β∧ｋ

＝ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜＞ｋ／（１－β），｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜≤β｜［ｘ］≥Ｒ ｜）

　 ∪ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜ｋ／β＜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤ｋ／（１－β），｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜＜｜［ｘ］≥Ｒ ｜－ｋ｝）

　 ∪ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤ｋ／β，｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜＜ （１－β）｜［ｘ］≥Ｒ ｜｝）

ＵｂｎＲ≥
β∧ｋＸ ＝∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜＞ｋ／（１－β），β｜［ｘ］≥Ｒ ｜＜｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜＜｜［ｘ］≥Ｒ ｜－ｋ｝

　ＬｂｎＲ≥
β∧ｋＸ

＝ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜ｋ／β＜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤ｋ／（１－β），｜［ｘ］≥Ｒ ｜－ｋ≤｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜≤β｜［ｘ］≥Ｒ｝）

　 ∪ （∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤ｋ／γ，（１－β）｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜≤ｋ｝）

　　证明　此处我们仅选取ｐｏｓＲ≥
β∧ｋ 赖证明，由０＜β＜０．５且ｋ≠０可得ｋ／（１－β）＜ｋ／β．

（１）当ｋ／（１－β）＜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤ｋ／β时有 ［ｘ］
≥
Ｒ Ｒ≥

β∧ｋＸ［ｘ］≥Ｓ Ｒ≥
ｋＸ 和［ｘ］≥Ｒ Ｒ≥

β∧ｋＸ［ｘ］
≥
Ｒ 

Ｒ≥
βＸ 以及［ｘ］≥Ｒ Ｒ≥

β∧ｋＸ［ｘ］≥Ｒ Ｒ≥
β∧ｋＸ，故当｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ｜≥（１－β）｜［ｘ］≥Ｒ ｜时有 ［ｘ］≥Ｒ Ｒ≥

β∧ｋＸ，
则 ［ｘ］≥Ｒ ｐｏｓＲ≥

β∧ｋＸ；

（２）当｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤ｋ（１－β）时有［ｘ］≥Ｒ Ｒ≥
β∧ｋＸ［ｘ］≥Ｒ Ｒ≥

ｋＸ 和 ［ｘ］≥Ｒ Ｒ≥
β∧ｋＸ［ｘ］

≥
Ｒ Ｒ≥

βＸ
以及［ｘ］≥Ｒ Ｒ≥

β∧ｋＸ［ｘ］≥Ｒ Ｒ≥
β∧ｋＸ，故当｜［ｘ］

≥
Ｒ ∩Ｘ｜≥ｋ时有［ｘ］≥Ｒ Ｒ≥

β∧ｋＸ，则［ｘ］
≥
Ｒ ｐｏｓＲ≥

β∧ｋＸ；

（３）当｜［ｘ］≥Ｒ｜＞ｋ／β时有［ｘ］
≥
Ｒ Ｒ≥

β∧ｋＸ［ｘ］
≥
Ｒ Ｒ≥

βＸ，［ｘ］
≥
Ｒ Ｒ≥

β∧ｋＸ［ｘ］
≥
Ｒ Ｒ≥

ｋＸ以及［ｘ］≥Ｒ
Ｒ≥

β∧ｋＸ［ｘ］
≥
Ｒ Ｒ≥

β∧ｋＸ，故当｜［ｘ］
≥
Ｒ ∩Ｘ｜＞｜［ｘ］≥Ｒ ｜－ｋ时有［ｘ］≥Ｒ Ｒ≥

β∧ｋＸ，则［ｘ］
≥
Ｒ ｐｏｓＲ≥

β∧ｋＸ．
当β＝０时，定理显然成立。
综上ｐｏｓＲ≥

β∧ｋ 得以证明，当０．５＜β≤１时，以及其他区域可以类似的得到。
定理３．５　 设Ｓ≥ ＝ （Ｕ，Ａ，ｆ）为序信息系统，Ｘ，ＹＵ，α，β∈ ［０，１］，ｋ，ｌ∈Ｎ，Ｒ≥ 为Ｓ≥ 中

的优势关系有下列结论成立：
（１）Ｒ≥

β∧ｋ ＝ ，Ｒ≥
β∧ｋＵ ＝Ｕ；当β＝１时，Ｒ≥

β∧ｋ ＝Ｒ≥
ｋ  ＝∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜≤ｋ｝，Ｒ≥

β∨ｋＵ ＝

；当β≠１时，Ｒ≥
β∧ｋ ＝Ｒ≥

ｋ ，Ｒ≥
β∧ｋＵ ＝Ｒ≥Ｕ ＝∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜｜［ｘ］≥Ｒ ｜＞ｋ｝；

（２）若ＸＹ，则Ｒ≥
β∧ｋＸ Ｒ≥

β∧ｋＹ，Ｒ≥
β∧ｋＸ Ｒ≥

β∧ｋＹ；

（３）Ｒ≥
β∧ｋ（Ｘ∪Ｙ）＝Ｒ≥

β∧ｋＸ ∪Ｒ≥
β∧ｋＹ，Ｒ≥

β∧ｋ（Ｘ∪Ｙ）Ｒ≥
β∧ｋＸ ∪Ｒ≥

β∧ｋＹ；

（４）Ｒ≥
β∧ｋ（Ｘ∩Ｙ）Ｒ≥

β∧ｋＸ ∩Ｒ≥
β∧ｋＹ，Ｒ≥

β∧ｋ（Ｘ∩Ｙ）＝Ｒ≥
β∧ｋＸ ∩Ｒ≥

β∧ｋＹ；

（５）若β≥α，ｋ≥ｌ有：Ｒ≥
β∧ｋＸＲ≥

β∧ｌＸ，Ｒ≥
β∨ｋＸＲ≥

α∧ｋＸ，Ｒ≥
β∨ｋＸＲ≥

α∧ｌＸ；Ｒ≥
β∧ｋＸＲ≥

β∧ｌＸ，Ｒ≥
β∧ｋＸ

Ｒ≥
α∧ｋＸ，Ｒ≥

β∧ｋＸ Ｒ≥
α∧ｌＸ；

（６）Ｒ≥
β∧ｋ（～Ｘ）＝～Ｒ≥

β∨ｋＸ，Ｒ≥
β∧ｋ（～Ｘ）＝～Ｒ≥

β∨ｋＸ．
证明　（１），（２），（３），（４），（５）易证。
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（６）要证明该定理需要引入文献［７］中基于“逻辑或”的上下近似（Ｒ≥
β∨ｋＸ，Ｒ≥

β∨ｋＸ）的定义：　

Ｒ≥
β∨ｋＸ ＝∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜ｃ（［ｘ］≥Ｒ ，Ｘ）＜１－β或｜［ｘ］≥Ｒ ｜＞ｋ｝

Ｒ≥
β∨ｋＸ ＝∪ ｛［ｘ］≥Ｒ ｜ｃ（［ｘ］，Ｘ）≤β或｜［ｘ］≥Ｒ ｜－｜［ｘ］≥Ｒ ∩Ｘ≤ｋ｝

则有：Ｒ≥
β∧ｋ（～Ｘ）＝Ｒ≥

β （～Ｘ）∩Ｒ≥
ｋ （～Ｘ）＝ （～Ｒ≥

βＸ）∩ （～Ｒ≥
ｋＸ）＝～Ｒ≥

β∨ｋＸ．
同理可以得到：Ｒ≥

β∧ｋ（～Ｘ）＝～Ｒ≥
β∨ｋＸ．

４　案例分析

设Ｓ≥＝（Ｕ，Ａ，Ｖ，Ｆ）是一个序信息系统，设Ｕ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘ２０｝代表某班的２０个学生，Ａ＝｛ａ１，

ａ２，ａ３，ａ４｝分别代表语文、数学、英语和综合科目，Ｖ ＝ ｛３，２，１｝，其中３表示“优秀”，２表示“一般”，１表
示“不合格”统计数据如表１。

表１　学生成绩统计数据

Ｕ

ｘ１

ｘ２

ｘ３

ｘ４

ｘ５

ｘ６

ｘ７

ｘ８

ｘ９

ｘ１

语文

３

３

１

２

２

２

３

１

２

２

数学

３

３

２

１

２

２

２

１

３

３

外语

２

２

１

２

２

３

３

１

３

１

综合

３

２

２

２

２

３

１

２

３

２

Ｕ 语文 数学 外语 综合

ｘ１１ ３　 １　 ３　 ３

ｘ１２ １　 ２　 １　 １

ｘ１３ ２　 ２　 ２　 １

ｘ１４ １　 ２　 ２　 １

ｘ１５ １　 ２　 ２　 ２

ｘ１６ ３　 １　 ２　 ２

ｘ１７ ３　 ３　 １　 １

ｘ１８ ３　 ３　 ２　 １

ｘ１９ ２　 １　 １　 １

ｘ２０ １　 ３　 ３　 １

　　计算优势关系下的对象分类，不妨选取β＝０．３和ｋ＝１，并且随机抽取取一部分学生作为研究
对象记为Ｘ＝ ｛ｘ７，ｘ９，ｘ１１，ｘ１７，ｘ１９，ｘ２０｝，计算得到相应的｜［ｘｉ］≥Ａ ｜、｜［ｘｉ］≥Ａ ∩Ｘ｜以及ｃ（［ｘｉ］≥Ａ ，Ｘ）

和｜［ｘｉ］≥Ａ ｜－｜［ｘｉ］≥Ａ ∩Ｘ｜值见表２。
方法１：由定理３．１求解
（１）当β＝０．３时，Ｒ≥

βＸ ＝ ｛ｘ６，ｘ７，ｘ９，ｘ１１，ｘ１９，ｘ２０｝，Ｒ≥
βＸ ＝ ｛ｘ７，ｘ９，ｘ１１，ｘ２０｝；当ｋ＝１时，Ｒ≥

ｋＸ

＝ ｛ｘ４，ｘ８，ｘ１２，ｘ１３，ｘ１４，ｘ１９，ｘ２０｝，Ｒ≥
ｋＸ ＝ ｛ｘ１，ｘ６，ｘ７，ｘ９，ｘ１１，ｘ２０｝。

（２）利用（１）所求结果以及定理３．１可以得到：Ｒ≥
０．３∧１Ｘ＝ ｛ｘ１９，ｘ２０｝，Ｒ≥

０．３∧１Ｘ＝ ｛ｘ７，ｘ９，ｘ１１，ｘ２０｝。
（３）利用（２）所求结果由定义３．１通过集合运算得到：ｐｏｓＲ≥

０．３∧１Ｘ ＝ ｛ｘ２０｝，ｎｅｇＲ≥
０．３∧１Ｘ ＝ ｛ｘ１，ｘ２，

ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ８，ｘ１０，ｘ１２，ｘ１３，ｘ１４，ｘ１５，ｘ１６，ｘ１７，ｘ１８｝，ＵｂｎＲ≥
０．３∧１Ｘ ＝ ｛ｘ１９｝，ＬｂｎＲ≥

０．３∧１Ｘ ＝ ｛ｘ７，ｘ９，ｘ１１｝，

ｂｎＲ≥
０．３∧１Ｘ＝ ｛ｘ７，ｘ９，ｘ１１，ｘ２０｝。
方法２：由定理３．２和定理３．４求解
由β＝０．３，ｋ＝１可以得到ｋ／（１－β）＝１０／７，ｋ／β＝１０／３，求解如表３。
（１）利用表２数据进一步计算可以得到结果如表３。ｐｏｓＲ≥

０．３∨１Ｘ＝｛ｘ２０｝，ｎｅｇＲ≥
０．３∨１Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，

ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ８，ｘ１０，ｘ１２，ｘ１３，ｘ１４，ｘ１５，ｘ１６，ｘ１７，ｘ１８｝，ＵｂｎＲ≥
０．３∨１Ｘ＝｛ｘ１９｝，ＬｂｎＲ≥

０．３∨１Ｘ＝｛ｘ７，ｘ９，ｘ１１｝，

ｂｎＲ≥
０．３∨１Ｘ＝｛ｘ７，ｘ９，ｘ１１，ｘ１９｝。

（２）利用（１）所求结果及定理３．２可以计算得到：Ｒ≥
０．３∧１Ｘ＝｛ｘ１９，ｘ２０｝，Ｒ≥

０．３∧１Ｘ＝｛ｘ７ｘ９，ｘ１１，ｘ２０｝。
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表２　学生成绩优势类计算数据

ｘｉ

１

２

３

４

５

６

７

８

９

１０

｜［ｘｉ］≥Ａ｜

１

２

８

８

５

２

１

１２

１

４

｜［ｘｉ］≥Ａ ∩Ｘ｜

０

０

１

２

１

１

１

２

１

１

ｃ（［ｘｉ］≥Ａ ，Ｘ）

１

１

７／８

３／４

４／５

１／２

０

５／６

０

３／４

｜［ｘｉ］≥Ａ｜－｜［ｘｉ］≥Ａ∩Ｘ｜

１

２

７

６

４

１

０

１０

０

３

ｘｉ ｜［ｘｉ］≥Ａ｜｜［ｘｉ］≥Ａ ∩Ｘ｜ｃ（［ｘｉ］≥Ａ ，Ｘ）｜［ｘｉ］≥Ａ｜－｜［ｘｉ］≥Ａ∩Ｘ｜

１１　 １　 １　 ０　 ０

１２　 １５　 ４　 １１／１５　 １１

１３　 ８　 ２　 ３／４　 ６

１４　 １１　 ３　 ８／１１　 ８

１５　 ６　 １　 ５／６　 ５

１６　 ４　 １　 ３／４　 ３

１７　 ４　 １　 ３／４　 ３

１８　 ３　 ０　 １　 ３

１９　 １４　 ５　 ９／１４　 ９

２０　 ２　 ２　 ０　 ０

表３　优势类的分布情况及区域归属

第一轮比较：

｜［ｘｉ］≥Ａ｜

第二轮比较：

｜［ｘｉ］≥Ａ ∩Ｘ｜

优势类分布：

ｘｉ

粗糙集区

域归属

比较大

小次数

辅助变

量个数

≥ｋ／β ≥｜［ｘ］≥Ｒ｜－ｋ　 ｎｕｌｌ　 ｐｏｓＲ≥β∨ｋＸ　 ０ ０

≥ｋ／β （β｜［ｘ］≥Ｒ｜，｜［ｘ］≥Ｒ｜－ｋ） １９　 ＵｂｎＲ≥
β∨ｋＸ　 ３　 ２

≥ｋ／β ≤β｜［ｘ］≥Ｒ｜ ３，４，５，８，１０，１２，１３，１４，１５，１６，１７　ｎｅｇＲ≥β∨ｋＸ　 ２　 １

（ｋ／（１－β），ｋ／β） ≥（１－β）｜［ｘ］≥Ｒ｜ ２０　 ｐｏｓＲ≥β∨ｋＸ　 ３　 １

（ｋ／（１－β），ｋ／β） （ｋ，（１－β）｜［ｘ］≥Ｒ｜） ｎｕｌｌ　 ＵｂｎＲ≥
β∨ｋＸ　 ０ ０

（ｋ／（１－β），ｋ／β） ≤ｋ　 ２，６，１８　 ｎｅｇＲ≥β∨ｋＸ　 ３　 ０

≤ｋ／１－β ＞ｋ ｎｕｌｌ　 ｐｏｓＲ≥β∨ｋＸ　 ０ ０

≤ｋ／（１－β） ≤（１－β）｜［ｘ］≥Ｒ｜ １　 ｎｅｇＲ≥β∨ｋＸ　 ２　 １

≤ｋ／（１－β） （（１－β）｜［ｘ］≥Ｒ｜，ｋ） ７，９，１１　 ＬｂｎＲ≥β∨ｋＸ　 ３　 １

　　上述两种方法求解结果是一致的，但是其求解过程中的时间和空间复杂性却不一样，利用方法１求
解其时间复杂性Ｔ１＝８０空间复杂性Ｓ１＝４０；利用方法２求解其的时间复杂性Ｔ２＝４８空间复杂性Ｓ２
＝１８。第一种方法是通过首先求其上、下近似集，而后再利用集合的运算求得各个粗糙集区域，其时间
复杂性为：Ｔ１（ｎ）＝４ｎ，空间复杂性为：Ｓ１（ｎ）＝２ｎ，它们都是关于对象个数ｎ的值，当对象个数给定后
其值固定。而第二种方法是基于本文的工作，通过利用定理３．４对粗糙集区域的精确描述，我们可以迅
速的判定对象ｘｉ所归属的粗糙集区域，然后再利用定理３．２求其上、下近似集。分析表４．３可知，方法

２在最坏的情况下，其时间复杂性为：Ｔ２（ｎ）＝４ｎ，空间复杂性为：Ｓ２（ｎ）＝２ｎ，此时与方法１完全一致，

但是在最理想的情况下，其时间复杂性为：Ｔ２（ｎ）＝２ｎ，空间复杂性为：Ｓ２（ｎ）＝ｃ，其中ｃ为常数，所以无
论何时方法２在求解的时间和空间上不劣于方法１，一般来讲方法２在时间和空间上都有比较明显的
优势，特别当面对大量的数据处理时其优势就非常明显了。

５　结束语

本文在序信息系统下，通过“逻辑与”的方式将变精度粗糙集与程度的粗糙集结合起来研究，建立了
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一种新的粗糙集模型，分析了其基本结构并且得到一些数学性质。紧接着利用两种方法对学生成绩案
例进行了分析，通过对求解方法的比较可以知道，正是通过本文对粗糙集区域做出了更精确的刻画，在
实际工程应用中能够从时间和空间两方面来简化求解，接下来关于程度粗糙集与变精度粗糙集结合的
更深层次的研究将继续进行。

参考文献：

［１］　Ａｎ　Ａ，Ｓｈａｎ　Ｎ，Ｃｈａｎ　Ｃ，Ｃｅｒｃｏｎｅ　Ｎ，Ｚｉａｒｋｏ　Ｗ．Ｄｉｓｃｏｖｅｒｉｎｇ　ｒｕｌｅｓ　ｆｏｒ　ｗａｔｅｒ　ｄｅｍａｎｄ　ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ：Ａｎ　ｅｎｈａｎｃｅｄ　ｒｏｕｇｈ

－ｓｅｔ　ａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］．Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ａｒｔｉｆｉｃｉａｌ　Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｃｅ，１９９６，９：６４５～６５３．
［２］　Ｄｅｍｂｃｚｙｎｓｋｉ　Ｋ，Ｐｉｎｄｕｒ　Ｒ，Ｓｕｓｍａｇａ　Ｒ．Ｄｏｍｉｎａｎｃｅ－ｂａｓｅｄ　ｒｏｕｇｈ　ｓｅｔ　ｃｌａｓｓｉｆｉｅｒ　ｗｉｔｈｏｕｔ　ｉｎｄｕｃｔｉｏｎ　ｏｆ　ｄｅｃｉｓｉｏｎ　ｒｕｌｅｓ

［Ｊ］．Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ　Ｎｏｔｅｓ　Ｔｈｅｏｒｙ　Ｃｏｍｐｕｔｅｒ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，２００３，８２：８４～９５．
［３］　Ｄｅｍｂｃｚｙｎｓｋｉ　Ｋ，Ｐｉｎｄｕｒ　Ｒ，Ｓｕｓｍａｇａ　Ｒ．Ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｅｘｈａｕｓｔｉｖｅ　ｓｅｔ　ｏｆ　ｒｕｌｅｓ　ｗｉｔｈｉｎ　ｄｏｍｉｎａｎｃｅ－ｂａｓｅｄ　ｒｏｕｇｈ　ｓｅｔ　ａｐ－

ｐｒｏａｃｈ［Ｊ］．Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ　Ｎｏｔｅｓ　Ｔｈｅｏｒｙ　Ｃｏｍｐｕｔｅｒ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，２００３，８２：９６～１０７．
［４］　Ｐａｗｌａｋ　Ｚ．Ｒｏｕｇｈ　ｓｅｔｓ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｃｏｍｐｕｔｅｒ　ａｎｄ　Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，１９８２，１１（５）：３４１～３５６．
［５］　Ｘｕ　Ｗ　Ｈ，Ｌｉｕ　Ｓ　Ｈ，Ｗａｎｇ　Ｑ　Ｒ．Ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ　ｔｙｐｅ　ｏｆ　ｇｒａｄｅ　ｒｏｕｇｈ　ｓｅｔ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｒｏｕｇｈ　ｍｅｍｂｅｒｓｈｉｐ　ｆｕｎｃｔｉｏｎ［Ｃ］／／２０１０

Ｓｅｖｅｎｔｈ　Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ　Ｓｙｓｔｅｍ　ａｎｄ　Ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ　Ｄｉｓｃｏｖｅｒｙ（ＦＳＫＤ２０１０），２０１０：１９２２～１９２６．
［６］　徐伟华．序信息系统与粗糙集［Ｍ］．北京：科学出版社，２０１３．
［７］　余建航，徐伟华．序信息系统下变精度与程度的“逻辑或”粗糙集［Ｊ］．计算机科学与探索，２０１５，９（１）：１１２～１１８．
［８］　Ｙａｏ　Ｙ　Ｙ，Ｌｉｎ　Ｔ　Ｙ．Ｇｅｎｅｒａｌｉｚａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｒｏｕｇｈ　ｓｅｔｓ　ｕｓｉｎｇ　ｍｏｄａｌ　ｌｏｇｉｃｓ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ　Ａｕｔｏｍａｔｉｃ　ａｎｄ　Ｓｏｆｔ　Ｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，

１９９６，２：１０３～１２０．
［９］　Ｚｉａｒｋｏ　Ｗ．Ｖａｒｉａｂｌｅ　ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ　ｒｏｕｇｈ　ｓｅｔ　ｍｏｄｅｌ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｃｏｍｐｕｔｅｒ　ａｎｄ　Ｓｙｓｔｅｍ　Ｓｃｉｅｎｃｅｓ，１９９３，４６（１）：３９～５９．
［１０］　张文修，吴伟志，梁吉业，李德玉．粗糙集理论与方法［Ｍ］．北京：科学出版社，２００１．
［１１］　张文修，梁怡，吴伟志．信息系统与知识发现［Ｍ］．北京：科学出版社，２００３．
［１２］　张贤勇，莫志文．变精度粗糙集［Ｊ］．模式识别与人工智能，２００４，１７（２）：１５１～１５５．
［１３］　张贤勇，熊方，莫志文．精度与程度的逻辑或粗糙集模型［Ｊ］．模式识别与人工智能，２００９，１７（９）：１５１～１５５．
［１４］　Ｚｈａｎｇ　Ｘ　Ｙ，Ｍｏ　Ｚ　Ｗ，Ｘｉｏｎｇ　Ｆ，Ｃｈｅｎｇ　Ｗ．Ｃｏｍｐａｒａｔｉｖｅ　ｓｔｕｄｙ　ｏｆ　ｖａｒｉａｂｌｅ　ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ　ｒｏｕｇｈ　ｓｅｔ　ｍｏｄｅｌ　ａｎｄ　ｇｒａｄｅｄ

ｒｏｕｇｈ　ｓｅｔ　ｍｏｄｅｌ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ　Ｒｅａｓｏｎｉｎｇ，２０１２，５３：１０４～１１６．

Ｔｈｅ　Ｒｏｕｇｈ　Ｓｅｔ　Ｂａｓｅｄ　ｏｎ　Ｌｏｇｉｃａｌ　Ｃｏｎｊｕｎｃｔｉｏｎ　Ｏｐｅｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　Ｖａｒｉａｂｌｅ　Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ
ａｎｄ　Ｇｒａｄｅ　ｉｎ　Ｏｒｄｅｒｅｄ　Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　Ｓｙｓｔｅｍ

ＹＵ　Ｊｉａｎ－ｈａｎｇ１，ＸＵ　Ｗｅｉ－ｈｕａ１，２

（１．Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ，Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｃｈｏｎｇｑｉｎｇ　４０００５４，Ｃｈｉｎａ；

２．Ｋｅｙ　Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ　ｏｆ　Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ　Ｐｅｒｃｅｐｔｉｏｎ　ａｎｄ　Ｓｙｓｔｅｍｓ　ｆｏｒ　Ｈｉｇｈ－Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ　Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ，

Ｍｉｎｉｓｔｒｙ　ｏｆ　Ｅｄｕｃａｔｉｏｎ，Ｎａｎｊｉｎｇ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ　ｏｆ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　ａｎｄ　Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｎａｎｊｉｎｇ　２１００９４，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ，ｔｈｅ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｒｏｕｇｈ　ｓｅｔ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｌｏｇｉｃａｌ　ｃｏｎｊｕｎｃｔｉｏｎ　ｏｐｅｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｖａｒｉａｂｌｅ
ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ　ａｎｄ　ｇｒａｄｅ　ａｒｅ　ｐｒｏｐｏｓｅｄ　ｉｎ　ｏｒｄｅｒｅｄ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｓｙｓｔｅｍ．Ｉｔ　ｍｅｒｇｅｓ　ｔｈｅ　ａｄｖａｎｔａｇｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅｓｅ　ｔｗｏ
ｍｏｄｅｌｓ．Ｔｈｅ　ｂａｓｉｃ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ａｎｄ　ａｃｃｕｒａｔｅ　ｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｎｅｗ　ｒｏｕｇｈ　ｓｅｔ　ｍｏｄｅｌ　ａｒｅ　ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ　ｒｅｓｐｅｃ－
ｔｉｖｅｌｙ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｓｏｍｅ　ｉｍｐｏｒｔａｎｔ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｍｏｄｅｌ　ａｒｅ　ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ　ｃａｒｅｆｕｌｌｙ．Ｆｕｒｔｈ　ｍｏｒｅ，ａ
ｓｐｅｃｉｆｉｃ　ｃａｓｅ　ｓｔｕｄｙ　ａｂｏｕｔ　ｔｈｅ　ｓｔｕｄｅｎｔ　ａｃｈｉｅｖｅｍｅｎｔ　ｉｓ　ａｎａｌｙｚｅｄ．Ｔｈｅ　ｎｅｗ　ｍｏｄｅｌ　ｈａｓ　ｅｘｔｅｎｄｅｄ　ｃｌａｓｓｉｃａｌ
ｒｏｕｇｈ　ｓｅｔ　ａｎｄ　ｐｒｏｖｉｄｅｓ　ｓｏｍｅ　ｎｅｗ　ｔｈｅｏｒｉｅｓ　ａｂｏｕｔ　ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ　ｄｉｓｃｏｖｅｒｙ　ｉｎ　ｏｒｄｅｒｅｄ　ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｓｙｓｔｅｍ．
Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：Ｌｏｇｉｃａｌ　Ｃｏｎｊｕｎｃｔｉｏｎ　Ｏｐｅｒａｔｉｏｎ；Ｒｏｕｇｈ　Ｓｅｔ　Ｔｈｅｏｒｙ；Ｖａｒｉａｂｌｅ　Ｐｒｅｃｉｓｉｏｎ　Ｒｏｕｇｈ　Ｓｅｔ；Ｇｒａｄｅｄ
Ｒｏｕｇｈ　Ｓｅｔ；Ｏｒｄｅｒｅｄ　Ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ　Ｓｙｓｔｅｍ

２５１ 模　糊　系　统　与　数　学　　　　　　　　 　　　　　 　２０１５年


