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摘　要 :针对 Bonikowski覆盖广义粗糙集模型的不足,给出了基于最小描述交的覆盖上下近似算子。通

过和 Paw lak 经典粗糙集以及 Bonikow ski的覆盖广义粗糙集比较,发现给出的覆盖上、下近似算子具有

了对偶关系, 并得到了相关重要性质;进一步讨论了在新定义下覆盖广义粗糙集的约简和公理化问题,

丰富了覆盖广义粗糙集理论,并为覆盖广义粗糙集的应用提供了更确切的理论根据。
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1　引言

粗糙集理论是波兰数学家 Z. Paw lak 于 20世纪 80年代初提出的用于数据分析的理论[ 13 ]。由于粗

糙集理论能够分析处理不精确、不协调和不完备信息,因此作为一种具有极大潜力和非常有效的知识获

取工具受到了人工智能工作者的广泛关注
[ 1- 3, 7- 12]

。目前,粗糙集理论已被成功地应用在人工智能、数据

挖掘、模式识别、智能信息处理等领域, 该理论已发展成为计算机科学以及信息科学的研究热点之

一[ 14 - 22, 25]。

经典粗糙集理论中基本的概念和运算都是通过代数学的等价关系和集合运算来定义的。然而现实

生活中遇到的很多论域并不是基于等价关系的。为此, Zakowski将等价关系对论域的划分推广为覆盖,

从而建立了覆盖广义粗集理论 [ 23] , 而且该模型被认为是在数据挖掘中具有广泛应用前景的模型, 并有

许多学者对其进行了较深入的讨论
[ 4- 6]

, 给出了覆盖广义粗集的一些基本结果。遗憾的是 Zakow ski提

出的覆盖广义粗集的覆盖上近似过于粗糙; 而且其给出的上近似与下近似不具有对偶性。另外,文献

[ 26]中虽然说明了上下近似算子是相互确定的,也给出了下近似运算的公理,但没能给出上近似的公理

刻画,也没给出上下近似算子之间具体的数量关系。

针对上述不足,我们在 Z. Bonikow ski覆盖广义粗糙集模型的基础上,对覆盖近似算子进行了修改,

给出了基于最小描述交的覆盖广义近似算子,使得覆盖上、下近似算子具有了对偶关系,并讨论了在新

定义的覆盖广义粗糙集的约简和公理化问题,给出了相关重要结论,进一步丰富了覆盖广义粗糙集模型

理论。
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2　Z. Bonikow ski覆盖广义粗糙

本节简要介绍 Z. Bonikow ski覆盖广义粗糙近似及其相关性质。

定义 2. 1[ 4- 6]　设 U是有限论域, {C i } ( i= 1, 2, ⋯, n)是 U 上的子集族。若 C i≠�且∪C
i

= U ,则称

{C i}是论域 U的一个覆盖。称二元组( U , C )为覆盖广义近似空间显然,论域 U上由等价关系形成的划

分也是一个覆盖, 覆盖是划分的推广。

设 S= ( U, C )为一覆盖广义近似空间。对 u∈U ,称 Md ( u) = {K∈C �u∈K∧(�H∈C ∧u∈H∧

H � K � K = H ) }为u的最小描述。

类似于 Paw lak近似空间,为了用已知的知识去解释未知的知识,须引入上、下近似的概念。

Z. Bonikow ski覆盖广义粗糙近似如下:

定义 2. 2
[ 4- 6]
　对集合 X � U ,

集族SC ( X ) = {K∈C �K � X }称为 X 的覆盖下近似。

集族集合C ( X ) = ∪SC ( X )称为 X 的覆盖下近似。

集族Bn( X ) = ∪{Md ( x ) �x∈X- C ( X ) }称为 X 的覆盖边界集族。

集族SC ( X ) = SC ( X )∪Bn( X )称为X 的覆盖上近似集族。

集合C ( X ) = ∪SC ( X )称为 X 的覆盖上近似。

如果C ( X ) = C ( X ) ,则称 X 为精确的,否则为粗糙的。

注 2. 1　对照定义 2. 3的下近似可以自然的想到覆盖的另外一种上近似的定义,即

∩ {K ∈ C �X � K }

需要说明的是这样定义的上近似和 Bonikowski的不同。

例如, 取论域为 U= {a, b, c, d }及其覆盖 C = { {a, b} , {a, c, d } }。

若记: C # ( X ) = ∩{K∈C �X� K } , 并取 X 1= {a} , 则有 C # ( X 1 ) = { a, b}∩{a, c, d } = {a}。

Bonikowski定义的覆盖下近似为C ( X 1) = � .

于是X 1- C ( X 1) = {a} ,及 Md ( a) = { {a, b} , {a, c, d } } ,故有 Bn( X 1 ) = U .

因此Bonikow ski定义的覆盖上近似为C ( X 1 ) = U .

显然, C ( X 1 )≠C # ( X )。

命题 2. 1
[ 4- 6]
　Bonikow ski覆盖近似集族SC ( X )和SC ( X )有以下性质:

( 1) SC (� ) = SC (� ) = � , SC ( U ) = SC ( U ) = U

( 2) SC ( X )� SC ( X )

( 3) SC ( C ( X ) ) = SC ( X ) = SC ( C ( X ) )

( 4) X � Y � SC ( X ) � SC ( Y )

命题 2. 2[ 4- 6]　如果 C 是一个划分, 则C ( X )和C ( X )是 Paw lak上、下近似。

命题 2. 3
[ 4- 6]
　设 C 是U 的覆盖, 其上、下近似有下面性质:

( 1L ) C ( X )� X (下近似的收缩性)

( 1U ) X � C ( X ) (上近似的扩张性)

( 3L ) C ( � ) = � (下近似的正规性)

( 3U ) C (� ) = � (上近似的正规性)

( 4L ) C ( U) = U (下近似的余正规性)

( 4U ) C ( U ) = U (上近似的余正规性)

( 6L ) X� Y � C ( X )� C ( Y ) (下近似的单调性)
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( 7L ) C ( C ( X ) ) = C ( X ) (下近似的幂等性)

( 7U ) C ( C ( X ) ) = C ( X ) (上近似的幂等性)

命题 2. 4[ 4- 6]　设 C 是U 的覆盖, 其上、下近似的下面性质不再成立。

( 2) C (～X ) = ～C ( X ) (上下近似的对偶性)

C (～X ) = ～C ( X ) (上下近似的对偶性)

( 5L ) C ( X∩Y ) = C ( X )∩C ( Y ) (下近似的可乘性)

( 5U ) C ( X∪Y ) = C ( X )∪C ( Y ) (上近似的可加性)

( 6U ) X � Y � C ( X )� C ( Y ) (上近似的单调性)

由上面命题 2. 4可以看出 Bonikow ski定义的覆盖上下近似算子不是对偶的一对算子,这就为很多

问题的研究带来不便, 故有必要寻找更好的更方便的覆盖上下近似算子。

3　基于最小描述交的覆盖广义粗糙近似算子

本节给出覆盖广义粗糙集的新近似算子, 并讨论其性质,进而和 Paw lak 经典粗糙集的上下近似以

及 Bonikow ski定义的覆盖上近似做了对比。

定义 3. 1　设U 为一非空论域, C 为 U上的覆盖。对任意的X � U , X 关于覆盖近似空间( U , C )的

上下、近似分别定义为:

C * ( X ) = { x ∈ U� (∩ Md ( x ) ) � X }

C * ( X ) = { x ∈ U� (∩ Md( x ) ) ∩ X ≠ � }

　　集合C * ( X )称为 X 关于覆盖近似空间( U, C )的正域,记作: posC ( X )。

集合～C
*

( X )称为 X 关于覆盖近似空间( U , C )的负域,记作: negC ( X )。

集合C * ( X ) - C * ( X )称为 X 关于覆盖近似空间( U , C )的边界,记作: bnC ( X )。

当 C * ( X ) = C * ( X )时, 称 X 为精确的,否则为粗糙的。

定理 3. 1　设 C 是 U 的一个划分,则 C * ( X )和 C
*

( X )分别退化为 Paw lak 上、下近似进一步, 上

述覆盖近似算子有如下结论。

证明　由定义 3. 1直接可得。

定理 3. 2　设 U为一非空论域, C 为 U 上的覆盖。覆盖下近似 C *和上近似 C * 有下面性质:

( 1L ) C * ( X ) � X (下近似的收缩性)

( 1U ) X � C * ( X ) (上近似的扩张性)

( 2) C * (～X ) = ～C * ( X ) (上下近似的对偶性)

C
*

(～X ) = ～C * ( X ) (上下近似的对偶性)

( 3L ) C * (� ) = � (下近似的正规性)

( 3U ) C
*

(� ) = � (上近的正规性)

( 4L ) C * ( U ) = U (下近似的余正规性)

( 4U ) C * ( U) = U (上近似的余正规性)

( 5L ) C * ( X∩Y ) = C * ( X )∩C * ( Y ) (下近似的可乘性)

( 5U ) C * ( X∪Y ) = C * ( X )∪C * ( Y ) (上近似的可加性)

( 6L ) X� Y � C * ( X ) � C * ( Y ) (下近似的单调性)

( 6U ) X � Y � C
*

( X )� C
*

( Y ) (上近似的单调性)

( 7L ) C * ( C * ( X ) ) = C * ( X ) (下近似的幂等性)

( 7U ) C
*

( C
*

( X ) ) = C
*

( X ) (上近似的幂等性)
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( 9L ) � K∈C , C * ( K ) = K (下近似的颗粒性)

证明　( 1L ) 对于任意的 x∈C * ( X ) , 有∩Md( x )� X . 又 x∈∩Md ( x ) , 于是得: x∈X . 因此有

C * ( X )� X .

( 1U ) 对于任意的 x∈X , 有(∩Md ( x ) )∩X≠� . 故有 x∈C
*

( X ) , 即 X� C
*

( X )。

( 2) 设 x∈C * ( X ) , 则 x∈C * ( X ) � ∩Md( x )� X � (∩Md( x ) )∩～X= � � x≠C
*

(～X ) ,于是

有 C * ( X ) = ～C * (～X )。因此, C * (～X ) = ～C * ( X )。

另一个同上可得。

( 3L ) 由( 1L )和( 1U)知 C * ( � )� � . 故有� � C * (� )。因此可得 C * (� ) = � .

( 3U ) 若C * (� )≠� ,则必存在一个 x∈C * (� )。因此, (∩Md( x ) )∩�≠� . 但显然(∩Md

( x ) )∩� = � , 矛盾。故有: C * (� ) = � .

( 4L ) 由( 2)和( 3L )直接可得C * ( U) = C * (～� ) = ～C
*

( � ) = ～� = U .

( 4U ) 由( 4L )直接获证。

( 5L ) 设 x∈C * ( X∩Y ) , 则

　 x ∈ C * ( X ∩ Y )

� (∩ Md( x ) ) � X ∩ Y

� (∩ Md( x ) ) � X 且(∩ Md( x ) ) � Y

� x ∈ C * ( X ) 且 x ∈ C * ( Y )

� x ∈ C * ( X ) ∩ x ∈ C * ( Y )

故有: C * ( X∩Y ) = C * ( X )∩C * ( Y )。

( 5U ) 由( 2)和( 5L)可得。

( 6L ) 设 x∈C * ( X ) , 则∩Md ( x )� X . 又 X � Y , 于是∩Mdx � X � Y , 即 x∈C * ( Y )。故可有:

C * ( X )� C * ( Y )。因此, X � Y � C * ( X )� C * ( Y )成立。

( 6U ) 由( 6L )可得。

( 7L) 对于任意的 x∈C * ( X ) , 有∩Md ( x )� X . 又由( 6L)可有 C * (∩Md ( x ) ) � C * ( X )。取 y∈

∩M d( x ) , 则对任意的 K∈Md( x )都有 y∈K . 那么∩Md( y )� ∩Md ( x )。故 y∈C * (∩Md( x ) )。因

此, ∩Md ( x )� C * (∩Md( x ) )� C * ( X )。于是有: x∈C * ( C * ( X ) )。所以 C * ( X ) � C * ( C * ( X ) )。

另外, 显然有 C * ( C * ( X ) )� C * ( X )。因此可得: C * ( C * ( X ) ) = C * ( X )。

( 7U ) 设 X� U , 由( L )可得 C * ( C * (～X ) ) = C * (～X )。又由( 2)有

　 C * ( C * (～ X ) ) = C * (～ X )

� C * ( C * (～ X ) ) � C * (～ X )

� C * (～ C * ( X ) ) �～ C * ( X )

� ～ C
*

( C
*

( X ) ) �～ C
*

( X )

� C
*

( C
*

( X ) ) � C
*

( X )

这样便有C
*

( C
*

( X ) ) = C
*

( X )成立。

( 9L ) 由( 1)得: C * ( K ) � K . 若设 x∈K , 则有∩Md ( x ) � K , 所以有 x∈C * ( K ) , 即 K � C *

( K )。因此: C * ( K ) = K .

注 3. 1　设 U 为一非空论域, C 为 U上的覆盖, 覆盖下近似 C *和上近似 C * 下面性质不再成立:

( 8L ) C * (～C * ( X ) ) = ～C * ( X ) (下近似的补性)

( 8U ) C
*

(～C
*

( X ) ) = ～C
*

( X ) (上近似的补性)

( 9U ) � K∈C , C
*

( K ) = K (上近似的颗粒性)
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例 3. 1　覆盖下近似 C *和上近似 C * 上述性质不在成立的反例如下:

设 U= {a, b, c} , K 1= {a, b} , K 2= { b, c} ,即 C = {K 1 , K 2}。

若取X = {a, b} , Y= {a} , 有

C * ( X ) = {a, b} ～ C * ( X ) = { c}

C * ( X ) (～ C * ( X ) ) = C * ( X ) ( { c} ) = � ≠ { c}

C * ( Y ) = {a} , ～C * ( Y ) = { b, c}

C * (～ C * ( Y ) ) = C * ( { b, c} ) = {a, b, c} ≠ { b, c}

以及C
*

( K 1 ) = U≠K 1 .

由以上定理可以看出, 我们给出的覆盖的上、下近似算子是对偶的一对算子,这是 Z. Bonikow ski覆

盖近似算子不满足的, 而且 Z. Bonikow ski覆盖近似不成立的性质在我们给出的近似算子中有许多都成

立。我们给出的覆盖广义粗糙近似算子与经典的 Paw lak 粗糙近似算子对比一下会发现只是性质( L )、

( 8U )、( 9U )不在成立,其余性质都成立,这样为研究覆盖广义粗糙集带来很大的方便。

为描述方便, 下文没有特别说明覆盖广义粗糙集均指基于最小描述的覆盖广义粗糙集。

4　覆盖广义粗糙集的约简理论

Pawlak经典粗糙集理论一个非常重要的问题就是属性约简,通过对信息表或决策表的属性约简可

以删除知识库中不相关或者不重要的知识,从而对信息表或决策表的知识进行获取。本节主要讨论基于

覆盖的粗糙集中覆盖的约简。

定义 4. 1　设 U是有限非空论域, C 1 , C 2是 U 的两个覆盖, 若对任意的 u∈U都有: ∩Md C
1
( u) =

∩MdC 2
( u) ,则称覆盖 C 1与覆盖 C 2 等价, 其中 MdC 1

( u) , M dC 2
( u)分别指 u在覆盖 C 1, C 2下的最小

描述。记做: C 1～C 2.

显然,对于 U上的覆盖C , C 1, C 2, C 3 ,满足下面性质:

( 1) (自反性) C ～C

( 2) (对称性) C 1～C 2� C 2～C 1

( 3) (传递性) C 1～C 2 且 C 2～C 3� C 1～C 3由以上可知 U 上的覆盖的等价是一个等价关系。

定义 4. 2[ 26]　设 U 是有限非空论域, C 是 U的一个覆盖, K∈C ,如果 K 是 C - {K }中某些集合的

并集,则称 K 是 C 的可约简元素,否则称 K 是 C 的不可约简元素。

定义 4. 3
[ 26]
　设 U 是有限非空论域, C 是 U 的一个覆盖, 如果 C 的每一个元素都是不可约简元

素,则称 C 是不可约简的, 否则称为是可约简的。

显然, 在覆盖 C 中去掉一个可约简的元素 K , 集族 C - K 仍然是一个覆盖, 更一般的在去掉覆盖

中所有可约简元素之后,剩下的集族仍然是一个覆盖,这样覆盖的约简被定义为:

定义 4. 4[ 26]　设 U 是有限非空论域, C 是 U 的一个覆盖,在 C 中去掉所有可约简元素后得到的覆

盖称为 C 的约简,记作: reduct ( C )。

命题 4. 1 [ 26]　设 U是有限非空论域, C 是 U的一个覆盖, K 是 C 的可约简元素,若记: K 1∈C -

{K } ,则 K 1是 C 的可约简元素的充分必要条件为 K 1是 C - {K }的可约简元素。

命题 4. 1表明: 在一个覆盖中去掉一个可约简元素后,不会产生新的可约简元素, 也不会是原来的

覆盖中的可约简元素在新的覆盖中变为不可约简元素, 因此,在计算一个覆盖的约简时,可以同时去掉

所有的可约简元素,也可以分步分步去掉可约简元素。

定理 4. 1　设 U是有限非空论域,若 C 是 U的一个覆盖, K 是 C 的可约简元素。则对于任意的 x

∈U ,有 MdC ( x ) = M dC - {K } ( x )。

证明　因为 K 是C 的可约简元素,由MdC ( x )的定义可知: K � MdC ( x )。又对于C 中的任意元素
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K 1, 若 K � K 1, 则必然存在 C 中的元素 K′使得有 K′� K � K 1 成立。因此对于任意的 x∈U , 有 MdC

( x ) = MdC - {K} ( x )。

定理 4. 2　设 U是有限非空论域, C 是 U的一个覆盖, 则 C ～r educt( C )。

证明　由定义 4. 2和定理 4. 1直接获证。

于是, 我们可以直接得出下面结论。

定理4. 3　设U是有限非空论域, C 1、C 2是U的一个覆盖,则C 1～C 2� reduct( C 1)～reduct ( C 2 )。

注 4. 1　在上述定理中, 若 C 1～C 2, 未必有 reduct ( C 1 ) = reduct( C 2 )。

例如,取论域为 U= {a, b, c}及其覆盖 C 1= { {a, b} , { b, c} } , C 2= { {a, b} , { b} , { b, c} } ,显然, ∩MdC
1

( a) = ∩MdC
2
( a) ;∩MdC

1
( b) = ∩MdC

2
( b) ; 即 C 1～C 2,但 C 1= reduct( C 1 )≠reduct( C 2) = C 2 .

定理 4. 4　设 U 是有限非空论域, C 1, C 2是 U 的一个覆盖, 若对任意的 X � U 关于覆盖 C 1与 C 2

产生相同的覆盖下近似,则 C 1与 C 2等价。

证明　设� u∈U , 取X = ∩MdC
2
( u) , 显然有∩MdC

2
( u)� ∩MdC

2
( u)。因此, u∈C 2* ( X )。

又对任意的 X� U关于覆盖 C 1与 C 2产生相同的覆盖下近似, 即 C 1* ( X ) = C 2* ( X )。于是, u∈

C 1* ( X )。故∩MdC
1
( u)� X ,即∩MdC

1
( u) �∩MdC

2
( u)。

同理可证∩MdC
2
( u)� ∩MdC

1
( u)。因此有∩MdC

1
( u) = ∩MdC

2
( u) ,即 C 1与 C 2等价。

定理 4. 5　设 U 是有限非空论域, C 1, C 2是 U 的一个覆盖, 若对任意的 X � U 关于覆盖 C 1与 C 2

产生相同的覆盖上近似,则 C 1与 C 2等价。

证明　由于对任意的 X� U关于覆盖 C 1与 C 2产生相同的覆盖上近似,即 C
*
1 ( X ) = C

*
2 ( X )。故

有: C
*
1 (～X ) = C

*
2 (～X )。由覆盖上下近似的对偶性知, 对任意的 X � U , 此时有～C 1* ( X ) = ～C 2*

( X )。因此, � X � U ,有 C 1* ( X ) = C 2* ( X )。由定理 4. 4便知, 对任意的 u∈U , 有∩MdC
1
( u) = ∩

MdC
2
( u) ,即 C 1与 C 2等价。定理获证。

定理 4. 6　设 U是有限非空论域, C 1 , C 2是 U 的一个覆盖, 对任意的 X� U关于覆盖 C 1与 C 2产

生相同的覆盖下近似的充分必要条件是 C 1与 C 2等价。

证明　由定义 5和定理 4. 5直接可得。

定理 4. 7　设 U是有限非空论域, C 1 , C 2是 的一个覆盖,对任意的X � U 关于覆盖 C 1与 C 2产生

相同的覆盖上近似的充分必要条件是 C 1与 C 2 等价。

证明　由定义 5和定理 4. 5直接可得。

定理 4. 8　设 U是有限非空论域, C 1 , C 2是 U 的一个覆盖, 对任意的 X� U关于覆盖 C 1与 C 2产

生相同的覆盖上近似的充分必要条件是产生相同的覆盖下近似。

证明　由定理 4. 6和定理 4. 7直接可得。

由定理 4. 8可以看出这样定义的覆盖上下近似不仅是一对对偶算子, 而且还是相互决定的。我们在

考虑覆盖的约简时,只需考虑一个算子即可。因此结合上面定理我们可以有下面推论。

推论 4. 1　设 U是有限非空论域,对任意的 X� U关于 U 的若干覆盖产生相同的覆盖近似的充分

必要条件是这些覆盖相互等价。

推论 4. 2　设 U是有限非空论域,对任意的 X� U关于 U 的若干覆盖产生相同的覆盖近似的充分

必要条件是这些覆盖有相互等价的约简。

5　覆盖广义粗糙集的公理化方法

粗糙集理论的公理化方法是把下近似和上近似视为最基本的概念, 并利用一个公理集来刻画它们,

以揭示公理集与此条件下所产生的代数系统之间的联系。不同粗糙集模型中的近似算子要用不同的公
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理集来刻画,一般二元关系下的粗糙集, 基于模糊关系的模糊粗糙集模型等等的公理化方法已经获得,

详见文献[ 24]。而且W. Zhu也在文[ 26]中对提出的近似算子进行了公理化讨论。但是由于文中讨论的

上下近似算子并不是一对对偶的算子,故只给出了下近似的公理化刻画,不是很完善。本节我们就我们

给出的覆盖近似算子进行公理化方法的讨论。

定义 5. 1[ 24]　设 U 是有限非空论域,对 P ( U)上的算子 L , H , 若� X∈P ( U) , 它们满足下面公理:

( L 0)　L ( X ) = ～H (～X ) ;

( L 0)　H ( X ) = ～L (～X ) ,

则称算子L 和 H 是对偶的。

由于L , H 的对偶性,我们可以用其中的一个来定义另一个,但为了方便, 通常仍用两个。

定理 5. 1　设 U是有限非空论域, 若 L : P( U )→P( U )是论域幂集到自身的映射,则一定在 U 上存

在一个覆盖 C 使得对任意的 X∈P ( U )都有 L ( X ) = C * ( X )成立的充分必要条件是 L 满足下列公理:

( L 1)　L ( U ) = U ;

( L 2)　L ( X∩Y ) = L ( X )∩L ( Y ) , 其中 X , Y∈P( U ) ;

( L 3)　L ( X ) � X ;

( L 4)　L ( L ( X ) ) = L ( X )。

证明　“� ”: 由定理 2直接可得。

“� ”: 取 C = {K � U�L ( K ) = K } ,显然它是U 上的覆盖。下证对任意的X � U 有C * ( X ) = L ( X )。

设 x∈C * ( X ) ,则又下近似的定义有∩Md( x )� X . 又由公理 L 2可知: 对任意的 X� Y 有 L ( X ) = L ( X

∩Y ) = L ( X )∩L ( Y )。所以有 X� Y � L ( X ) � L ( Y )成立。故 L (∩Md( x ) )� L ( X )。由 Md ( x )的定义

知∩Md( x ) = ∩K i, K i∈C . 于是结合公理 L 1和L 2可得: L (∩Md( x ) ) = L (∩K i ) = ∩K i. 又由定理 2

有 C * ( K i) = K i,故有: ∩K i= ∩C * ( K i) = C * (∩K i ) = C * (∩Md ( x ) )。所以有: L (∩M d( x ) ) = C *

(∩Md( x ) )。于是可得 C * (∩Md ( x ) )� L ( X )。又 x∈C * (∩Md( x ) ) ,故有 x∈L ( X )。即 C * ( X ) �
L ( X )成立。

另一方面, 如果L ( X ) = � ,显然有 L ( X )� C * ( X )。如果L ( X )≠� ,由公理L 4可知L ( X )∈C . 所

以对于任意的 x∈L ( X ) , 有∩Md ( x )� L ( X )。再由公理 L 3可得:∩Md ( x )� L ( X )� X ,故 x∈C *

( X )。即L ( X )� C * ( X )成立。

因此,对于任意的 X∈P( U ) , 定理成立。

上述定理用公理化的方法对覆盖下近似进行了刻画,由于上下近似算子的对偶性,直接可得下面公

理化的方法刻画上近似的结论。

定理 5. 2　设 U是有限非空论域,若 H : P ( U )→P ( U )是论域幂集到自身的映射,则一定在 U上存

在一个覆盖 C 使得对任意的X∈P( U)都有 H ( X ) = C
*

( X )成立的充分必要条件是 H 满足下列公理:

( H 1)　H (� ) = � ;

( H 2)　H ( X∪Y ) = H ( X )∪H ( Y ) , 其中 X , Y∈P ( U ) ;

( H 3)　H ( X ) � X ;

( H 4)　H ( H ( X ) ) = H ( X )。

定义 5. 2　设 U是有限非空论域, L , H : P( U )→P ( U )是论域幂集到自身的一对对偶算子,如果 L

满足公理L 1～L 4,或者等价的 H 满足公理H 1～H 4 , 则称系统( P( U ) , ∩,∪,～, L , H )为一个覆盖广义

粗糙集代数, L , H 称为近似算子。

在给定( L1 )的条件下, L 2等价于下面的公理 K :

( K )　L (～X∪Y )�～L ( X )∪L ( Y )。

利用对偶性易知( K )等价于( K′) :
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( K′)　～H ( X )∩H ( Y )� H (～X∩Y )。

我们所讨论的满足公理( L 1 )～( L 4)和( H 1 )～( H 4)的一对对偶算子 L , H 中 L 是可乘的,即对交运

算满可分配; H 是可加的, 即对并运算满足可分配,但显然 L 不是可加的, H 也不是可乘的。

尽管L 不是可加的, H 也不是可乘的, 但它们却满足较弱的条件:

( L 5)　L ( X∪Y ) � L ( X )∪L ( Y ) ;

( H 5)　H ( X∩Y )� H ( X )∩H ( Y )。

显然, ( L 5)和( H 5)可以等价的表述为 L 和 H 对集合包含关系的单调性,即

( L 6)　X� Y � L ( X )� L ( Y ) ;

( H 6)　X� Y � H ( X ) � H ( Y )。

容易看出, ( L 2)蕴涵( L 5 )和 L 6, ( H 2)蕴涵( H 5 )和 H 6. 但反之不对, 实际上它们等价于

( L 7)　L ( X∩Y )� L ( X )∩L ( Y ) ;

( H 7)　H ( X∪Y ) � H ( X )∪H ( Y )。

由以上分析各公理之间的关系, 可以总结为下面的结论。

定理 5. 3　对于近似算子 L 和 H ,有下面的性质成立:

( a)　( L 1) , ( L 2) , ( L 3) , ( L 4) � ( L 1) , ( K ) , ( L 3) , ( L 4) ;

( H 1) , ( H 2) , ( H 3 ) , ( H 4 ) � ( H 1 ) , ( K′) , ( H 3) , ( H 4)。

( b)　( L2 ) � ( L 5) , ( L6 ) , ( L 7 ) ;

( H 2 ) � ( H 5 ) , ( H 6 ) , ( H 7 )。

( c)　( L 5) � ( L 6 ) � ( L 7 ) ;

( H 5) � ( H 6) � ( H 7)。

在一个覆盖广义粗糙集代数( P( U ) , ∩,∪,～, L , H )中,两个一元算子加上“～”复合可以产生八个

一元算子,即 L L , H H , H L , LH , ～L , ～H , L～, H～,其中～L = H～, ～H = L～, 因此可以看作是六

个新算子L L , H H , H L , LH ,～L ,～H . 一般来讲, 它们不同于原来的算子 L , H ,～。这就意味着重复

使用一元算子一般是不可以简化的。但上面六个复合后的六个一元算子恰好构成三对对偶算子,即: L L

和 H H , LH 和 H L ,～L 和～H .

由于L 和 H 满足( L 1 )～( L 4)和( H 1)～( H 4) , 我们有

L L ( U ) = U

L L ( X ∩ Y ) = LL ( X ) ∩ LL ( Y )

L L ( X ) � X

L L ( L ( X ) ) = L ( X )

H H (� ) = �
H H ( X ∪ Y ) = H H ( X ) ∪ H H ( Y )

H H ( X ) � X

H H ( H ( X ) ) = H ( X )

所以,系统( P ( U ) , ∩, ∪, ～, L L , H H )也是一个覆盖广义粗糙集代数。易知, 对任意的自然数 n, ( P

( U ) ,∩,∪,～, L L⋯L
n个

, HH⋯H
n个

)也是覆盖广义粗糙集代数。

对于对偶算子 H L 和 LH ,由于

H L ( X ∩ Y ) = H ( L ( X ) ∩ L ( Y ) ) � H L ( X ) ∩H L ( Y )

LH ( X ∪ Y ) = L ( H ( X ) ∪ H ( Y ) ) � LH ( X ) ∪ LH ( Y )

故算子 H L 和 LH 满足( L 5 )和( H 5 ) ,而不满足( L2 )和( H 2 ) ,所以系统( P ( U ) , ∩,∪,～, LH , H L )是比
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覆盖广义粗糙集代数弱的系统。

另外,由 DeMorgan定律以及公理( L 1 )～( L 4 )和( H 1 )～( H 4 ) ,对偶算子～L 和～H 满足下面性质:

(～L1 )　～L ( U ) = � ;

(～L2 )　～L ( X∩Y ) = ～L ( X )∪～L ( Y ) ;

(～L3 )　～L ( X ) �～X ;

(～L4 )　～L (～H ( X ) ) = H ( X ) ;

(～H 1 )　～H (� ) = U ;

(～H 2 )　～H ( X∪Y ) = ～H ( X )∩～H ( Y ) ;

(～H 3 )　～H ( X ) �～X ;

(～H 4 )　～H (～L ( X ) ) = L ( X )。

显然, ～L 和～H 满足(～L1 )～(～L 4)和(～H 1)～(～H 4 )当且仅当 L 和 H 满足( L 1 )～( L4 )和

( H 1)～( H 4)。所以系统( P ( U) ,∩, ∪,～,～L , ～H )可以看作是覆盖广义粗糙集代数的另一种表现形

式。

6 结论

本文对基于覆盖的广义粗糙集做了详细的研究,在 Z. Bonikow ski的覆盖广义粗糙集模型的基础

上,对覆盖近似算子做了适当的修改,使得覆盖上、下近似算子具有对偶关系,而且详细的研究了它们的

性质,并和Paw lak经典粗糙集以及 Z. Bonikowski的覆盖广义粗糙集做了比较。详细讨论了在新定义的

覆盖广义粗糙集的约简问题,研究了覆盖约简与覆盖近似的关系,给出了覆盖公理化相关重要的结论。

本文是在覆盖广义粗糙集在现有的情况下做了深入的探讨和推广,使广义粗糙集理论得到了很好的完

善,丰富了覆盖广义粗糙集模型理论。本文所采用的方法以及得到的相关结论,对覆盖广义信息系统中

知识描述的进一步研究,奠定了一定的理论基础。
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Covering Generalized Rough Sets

Based on the Intersection of Minimal Description

ZHANG Xiao-yan1 , XU Wei-hua1 , ZHANG Wen-x iu2

( 1. Schoo l of M athematics and Statistics, Chongqing Univer sity of Techno log y, Chongqing 400054, China;

2. School o f Science, Xi’an Jiao tong Univ er sit y, X i’an 710049, China)

Abstract: Bonikow ski has got the model of covering generalized rough sets in [ 4] , but there ex ist som e

shortcoming . In this paper, we propose new low er and upper approximat ions based on the intersect ion of

minimal descript ion. And some important properties have been acquired in the generalized rough set

induced by a covering. Especially, it show s that the tw o approximations are dual approx imat ion by

comparing w ith ones of Paw lak’s rough sets and Bonikow ski’s covering generalized rough sets

respect ively . Moreover, w e invest ig ate the covering reduction based on generalized rough sets w ith the new

approximations and discuss som e signif icant propert ies of axiomat izat ion.

Key words: Paw lak Rough Sets; Bonikow ski Approximat ion; Reduct ions of Covering ; Ax iomatization

155第 2期　　　　　 　　　　　张晓燕,徐伟华等: 基于最小描述交的覆盖广义粗糙集


